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PREDGOVOR

€ini se da je ispravrie, no lkako je mogude nad takvo

Jest, ovaj eksperiment ¢ini ge da uspijeva, Sinjenice su tu, ne kako
liudi mogu otkriti takve dinjenice? & kako bih ja sam mogao neito
takva pronadi ili otkriti 7« Danas autor predaje matematiku na sve-
uéiliftu. QOn misli, odnosno nadg 5¢ da neki revniji izmedu nje-
govih studensts bostavijaju sliéng pitanja, pa pokuSava udovoljiti
njithovej radoznalosti, ,Zu.mmgm,smﬂmﬁ&mﬂmam ne samo shvati rie-

koji Zele ‘kod 5vojih ucenika razvijati viedtinu o amwmdﬁis. Za~
dataks i ufenicimg koji nastoje rawviti svoie a;mmﬁﬁm.. sposobnosti.

Tako se ova wsﬁmm posebno obhazire na poirebe udenika i na-
stavnika matematike, obraéy se ona i svakorm enom koga intsresi-
Taju sredstva i putovi izuma i otkrida. Takav interes je H.,mm:,msau.
nego &o 'bi se' u Prvi mah pomislilo, Prostor dto ga u pepularnoj
Stampi Zauzimaju kriZalike i druge zagonetke ¢ini-se dg pokazuie
‘kako se ljudi rade bave riefavanjem i nepraktiénih problems. 1za
Felje zg riefenjem ovog ili onog problenia; koii ne donosi nikakve
materijalne koristi, bit ée da s¢ krije neka dublja radeznalest j
Zelja da se shvate sredstva i putovi, motivi | postupei rjefavarnia.

‘Naredne stranice pisane su donekle kontizno, no 8o je mo-
guce jednostavnije. One se temelje ng dugotrainom i ozbiljinom
pbrouavanju rjefavadltih meiodg. Ta discipling, koju neki’ autori
hazivaiu heuristikom, nije ‘danas u modi, ali ong Jma dugu pro-
8lost, a moZda nelky buduénost, - . -

‘Proudavamop 13 metode rje¥avania zadataka, zapazit éermo jos
Jedno lice matematike. Zaista, matematika ima dvg Hica, aspeldts:
ona je sirogg eullidska nauka, no ong je i nedto drugo. Prikazana
.mcwzmmﬁ“ matematika sge peiavljuie kao sistematska deduktivng
naulkia, no maternatiks u nastajanju jest mwm@mﬁgmﬁmpmm induktiv-
na nauka, Oha sy aspekta stara koliko : sama matematika, Ipak
je drugi aspekt 1. jednom pogledu nov: matematika »n stam
nascendi«, u procesy H.Nsmymmmg.mh hije nikad prije bila.prikazana
— uprave u ovakvy stily — uleniky, nastavniku jli 8iroj Javnosti,

Podrudje hewristiice raznolike je povezano s driugim strukama,
Heuristiky &Eo.SEm zasijeca - ddmenu matematicdara, fizitara,
.@mmgowommr pedagoga, pa i filozofs, Autor vrlo dobro zna mogucnosti
kritile sa Suprotnih stajalista ; potpuno je sviestan svejih’ graniea,
ali moge ustvrditi jedno: on ima iskustva 11 rjedavaniy zadataka i
u nastavi matematike na raznim stupnjevima,

VI

PREDGOVOR

Autor namjerava da ovu temu noﬁwsum.ocﬁm& u vedoj knjizi,
koja ée uskoro biti gotova. o .

: Autoru je dufnost da zahvali svim ﬁuzm_ﬁmgam.ﬂ i WonmmE.m
koji su mu prufali pomod i dgvali svakovrsne saviete kroz iz
godina %to E.u.ﬁm posvetio ovom prili¢no ﬁmuown.m.dog vo&wsﬂ.ﬂ.
mwﬁ:.m je nemoguée nabrojiti sva wﬁmsm“.. @osmﬁm <H.uogm.u.cs @o@wmv
koji E.oﬁ&.m ispao nerazmierno dug, WMMH de % mvmy.ﬂ%mﬂwﬁy MMM ﬁm

k bi autor veé ovdie zahwvalio g. Da usu C. Smith ; s
wmewﬁomﬁ Princeton: Qﬁ?mwwﬁ%.wﬂmmmmw i gdiel Emoqm. um._oHﬁmuuv SU-
radnici tog nakladnog poduzeta, na njthovoj efikasnoj i zﬁmmgou

oéi, .
romes G. POLYA

Stanford univerzitet {Kalifornija), 1. augusta 1944,
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HEURISTIKA oE.mmE.mﬁ ge u. llanku s istim naslovom nag

str. 62. Ako se na naslov &lanka upuéuje u teksty, upotreblja-

vaju se velika slova. Neki gy odlomei u tim &lancima vige
tehnizkog sadrZaja; oni sy stavljeni u uglate zZagrade. Neki
su Clanci tijesno povezani g prvim dijelom, kome daju pobliza
objainjenja i specifigne Wogmﬁmﬁm. Drugi neki ¢lang donekle
premasuju eilj brvog dijels i otkrivaju mu dubiju pozadinu.
Kljuéni ¢lanak jest SUVREMENA HEURISTIR A, 17 njemu se
objainjava veza izmedu glavnih ¢lanaka i plana na kome se
osniva leksikon. Taj tlanak sadrzi i upute kako se moZenio
obavijestiti o detaljima tabele, Tzrigito valjs haglasiti' da

postoji zajednidii plan i izviesna jedinstveny linija jer &lanci
leksikona ‘sami po sebi pokazujy najveéu vanjsky raznolikost.

Zetom, pretresanju nekih opéih tema, Drugi pak &lanci sadrie
Specifiénije komentare, g neki opet upuéuju na druge ¢lanke
ili donose historijske napomene, i citate, il aforizme, ilj
Zak Zale, .

Leksikon ne valja “Eitati prebrzo. Njegov je tekst Zesto
zhijen, a katkaq Ponedto suptilan, Citalac neka bosegne za
leksikonom ako se Zeli informirati o posebnim  pitanjima,

Ako ta pitanja potjetu iz iskustva 5 vlastitim Problemimg ili
iz rada s Ucenicima, mnoge su veéi izgledi da ¢e Citanje

Ve¢ smo nekoliko puta spomenuli sugenikac i snastav-
nikac. Njih éemo neprestano spominjati. Napomenime da
sutenik« mo¥e hiti student visoke $kole il srednjoskolse, ili
-ucpée svatko tko usi matematiku. »Nastavnilke pak moZe biti
profesor visoke fkole il srednjoikolski profesor, ili uopée

XIv
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U UCIONICT

pitati i drugim rije¢ima: Sto se zahtijeva? Sto Zeli§ naéi? Sto
Nmmw.m.éo trazig? Cili je ovih vitanja koncentrirati udenikovie
@mNEm na nepoznanicu. Katkad éermno isi efekt %mgsomwmﬁﬁm_
@om.ﬁﬁ breporukom: Promotri nepoznanicu! I pitanju j Prepo-
Tucl namjera je ista: izezvati isty misaonu operaciju,

. b.pﬁowc se Cinilo da je vrijedno truda sabrati i srediti
Hu%mEm i preporuke koje na tipidan na&in pomaZzu udenicima
pri obradivanju zadataka, Nasa tabela sadrzi poemno odabrana.
i ﬁwammmsmf%ﬁmﬂm 1 preporuke te vrste, Pitanja i breporuke
koriste u isti mah i onima koji se sami bave rjeSavanjem
nekog zadatka. Ake ¢italac dovoljno pozna tabelu i nakon pre-
boruke moze vidjeti radnju koja se Sugerira, razabrat ée da
tabela indirekino nabraja misgone operacije koje tipidno po-
mazi, ﬁ: riefavaniu zadataka. Te su misaone operacije pore-
dane onim redom kojim se najvjerojatnije pojavljuju

3. Opéenita valjanost vasna Je karakteristika bitanja i
ﬁ.wm@o.a&mm sadrZanih u naloj tabeli. Uzmime, na primjer
Pitanja: m..ﬂ.o je nepoznato? Sto je zadano? N&am glasi Eﬁ.mwm
O<m. se pitanja mogu upotrebljavati oplenito, , moZzemo ih
cmwummﬁo Postavljati obradujuéi ma koju vrsty zadataks. Huﬁ;‘
Eﬁmm& ovih pitanja nije ogranitena na neko odredeno pod-
rugje. Naj zadatak moze biti bilo’ algebarski bilo geometrij-
mWr. matematidki {li nematematiski, - teorijsli 11i praktidki
wwg.bmﬁ problem ili obigna zZagonetka — svejedno, ta Huﬁmsu.m
maju smisia i MOgu nam pomoéi dg rijeSimo Nmammmw. ‘
. owmww,m<o Uoﬁ.o&. u.ma.wo .om_was..&.mmimu ali ono s..mgw Veze
s p ..H,Lﬁ.mwu. Izvjesna pitanja i preporuke tabele mogu se
Brimijeniti samo na tzv. »odredbene zadatke«, g na vvgommmsm
Nmamaﬁm.g ne mogu. Pri zadacima rosljednje vrste Bour.,m.Eo
Dostavljati drugagija bitanja; vidi ODREDBENI ZADACI T

oo P.wm%qmaw wmmng..WHmﬁochm i pitanja nage tabele vrijede
ow QM 0, 1o U.mm obzira na 10, ona sy Prirodna, Mmawom.ﬁmaﬁmn
tevidna i proizlaze iz obi¢nog zdravog razuma. Uzmims pre~
poruku: Promotri nepoznanicu! I Rastoj sjetiti ge nekog tebi
ili slidny nepoznanicu! T

g o a e 3w v - > . § .Fur
i se savjetuje da UCinig ono §to bi‘svakake uéinio i sam, bez

5. NASTAVNIK I UCENIK

ikakvog savjeta, ako se ozbiljno bavis svojim zadatkom, Jesi
li gladan? Ako Zeli§ nesto pojesti, pomi¥lja$ na neki poznati
nacin kojim Cef doéi do hrane. Ima§ Ii pred.sobom geome-
trijski konstruktivan zadatak? Treba 1i da konstruira¥ trokut,
podsjetad se na neku metody konstrukeije trokuta koja ti je
veé poznata, Rjefavajuéi hilo kakav problem, Yelif naéi iz-
vjesnu nepoznanicu, pa se podsjetas na neku tebi veé poznaiu
metodu kojom se pronalazi ova ili slitna nepoznanica. Po-~
stupa¥ Ii tako, radig upravo po preporuci iz tabele. I time si
na dobrom putu; preporuka je dobra, poti¢e te na postupak,
koii vrlo Zesto vodi uspjehu. ,

Sve su preporuke i pitanja nafe tabele prirodna, jedno-
stavna i olevidna, opéenito su formulirana i. proizlaze iz
obiénog zdravog razuma. Ons pobuduju izviestah. nadin rada,
do koga ée posve prirodno doéi svatko tko se ozbiljne bavi
svojim zadatkom, a ima zdrav razum. Medutim, kad netko i
postupa ispravno, obino se ne brine o tom da svoje postupke
izrazava jasnim rijetima, a ako i nastoji, mo?da mu uvijek
ne uspijeva. Nafa tabela pokufava izraziti te postupke.

5. Nastavnik i uenik. Opona3anje vieZbanje. Obraéajuéi
Se svojim ufenicima pitanjem ili preporukorn, nastavnik ée
imati pred sohom dvostrulki cilj. Prvo, pomoéi udeniku da
spretno rijedi svoj zadatak i, drugo, razvijati umne sposob-
nosti ufenika tako da buduée zadatke mode rjeSavati sam.

Iskustvo pokazuje da zgodno primijenjena pitanja i pre-
poruke nafe tabele mogu vrlo desto pomodi ueniku. Dvije. su
im karakieristike zajednitke: zdrav razum -i opéenita valja-
nost. Buduéi da preizlaze iz obi¢nog zdravog razuma, ona
vrlo &esto dolaze spontano: mogu ufeniky samom pasti na um.
Buduéi da su opéenita, pomaZu nenametijivo; usmjeruju samo
opéenito i ostavljaju dovoline posla samom udenik,

Oba cilja 3to smo ih malo prije spomenuli medusobno su
usko povezana: uspije 1i udeniku da rijedi svoj zadatak, on je
time i nedto povetao svoju sposobnost u rjefavanju zadataka.
Nadalje, ne smijemo zaboraviti da su nasa pitanja zbog-svoje
opéenitosti primjenjiva u mnogim slud¢ajevima. Ako isto Di-
tanje pomaze vise buta, zacijelo ¢e to zapaziti i utenik, pa ée
ga to potaknuti da doti¢no pitanje u slitnoj situaciji postavi
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tekst, Qmmﬁ.w bi morao da zna zad
kst. ! . Z) atak glatkq formulirati,
.ﬂnmdww,ﬁmwm takoder da bude sposoban :Wmumﬂ.sm mHmSpm &w

Mwwﬁ ﬁﬂMUWWSQnM_ES. sliky i na njoj istaéq nepoznanicu.i zg
€ bpodatke. Trebs §; te objekte imenovat; ia 1 ;

o vati, valja Uvesti
zZgodne ozpgke Uslijed to 5 iti .
: - Uslijec 8& Sto trebs bazili nag prikladan
MWWH omﬂm.Wm. Ucenik je prisiljen da Promatra objekte koje
o umm %BM um.ﬂﬁ. .Q ovom pripreranom stadiju bit e korisno
1tanje, ug uvjet da ne ofekujerno I ¢ ves

Ohacan, ve
mmﬁmo wﬁﬁ,mﬂmn edgovor, slutnju, To pitanje elag. Je N., no
guée zadovoljit; uUvjet? : © . s

(U 11 dijelu, gir, 29, vamwcgmgmam zadatks« podije-

Ljeno je 4 dva poglavlia- .
. . . Ja: »Upoznavan . p
canje boljeg wmwcwmamdwmﬂmiﬁ 16 82 zadatkome § »Stie-

oniy mmmwpﬂgwpwﬂ MMW@ Bogm.ﬁﬁ.m iz @wd.mmE.E paragrafa razja-
T Nomwu .doB.. Primjeru. Uzinime ovaj jednostavni
?ea%& s 4 je dijagongle ..wgcﬁ#iﬁo@. Paralelepipedq
e m ome sy ﬁomﬁﬁm .&QS:S. Siring - visina? Dg -
) msﬁ.c wwumﬁwmmsow Hﬁmmwwmu\,wmﬁ 0 ovom zadatky, uCenici trebg

: . n Huocn.m i neke njegove Emﬁgmﬁwﬂ.mwm i~
mjene, no iz ster i i i : ot
o NMmF.mm. megmwﬂwwwm_mm.mz im Qoﬁ&ﬁm Deznatna sistemat-
boznavanje prosterniy odnosa, , o

Nastavnik moZe ovaj zadatak uginiti interesantnim na taj

Clienits Tra. 3¢ o
¢ MMMEW GMmEﬁ...w E,mwnm da naduy, »1ndirektng izimjerex, dijago-~
- MNVastavnik po azuje duljinu, gy i visi .

N SITING 1 visinu yeian
naz i b sl clonice
ﬁ.msnmnﬁm Hm_.owH.mSB EWm dijagonaly i oZivljuje sliku, ,.Dmow;,

U na plogi, Upozoravajusi neprestano na uéionicn
Razgovor iz ! i i i ‘
A medu Nastavniks i ni i Geni
. ego Ci
bi neps 0 o Jegovih udeniky zZapodeo
»Sto je nepoznato?

8. STVARANJE PLANA

»Duljina dijagonale kvadra.«
»Sto je zadano?«
»Duljina, $irina i visina kvadra.« :
»Uvedi zgodne oznaks! Kojim slovom da ocznatimo nepo-
zZnanieu? « .

»38 2.« .

»Koja slova Zelif za duljinu, #irinu i visinu?«

»t, b, c.«

»Keko glasi uvjet koji vese a, b, cix?« _

»z je dijagonala kvadra kojemu su a, b, ¢ duljina, $irina
ivisina.« ’

»Ima Ii zadatak smisla? Mislim time da I3 ie uvjet dovoljan
Za odredivanje nepoznanice?«

»Da, Znamo 1i a, b, ¢, znamo kvadar. Ako ie odreden
kvadar, odredena je i dijagonala.«

9. .@?mum&m plana. Plan imamo kad znamo, ii bar u
glavnim crtamsa Znamo, koje ratune, transformacije ili kon-

- strukeije moramo izvesti da dobijemo nepoznanicu. Put od

Tazumijevanja .zadatka do postavlianja plana mofe hiti dug
1 krivudav, U rjeSavanju zadatks svakako je glavno doéi do
ideje plana. Ta se ideja moZe pojavljivati postepenoc. No ona
moZe, nakon prividno bezuspieinih pokudaja i perioda krzma-
nja, i iznenada sinuti kag »sjajna idejax«. Najbolje o nastav-
nik moZe za §voje uBenike udiniti jest: nenametljivo im po-
moci da do takve »Sjajne Emumﬁ dodu. Pitanja ¥ preporike-
kojima ¢etiio se baviti nastoje izazvati takwuy ideju.

~ Da bi mogasc shvatiti poloZaj ulenika, nastavnik treba da
misli na svoje vlastito iskustvo, na tefizoée i uspiehe 3to ih
Jje sam imao -pri rje3avanju zadataka,

Mi znamo, razumije se, da je tefko doéi do dobre ideje
-ako predmet koji razmatramo boznamo samo vrlo malo, a
da je to nemoguée ake g2 ne poznamo nikako., Dobre ideje
osnivaju se na iskustvy i znanju koje je prije stefeno. Samo
sjetanje nije dovoljno za dobru ideju, no ne mo¥emo imati
dobrih ideja ako ne dozovemo u pamet neke pripadne ginje-
nice. Sam materijal nije doveoljan za gradnju kuée, ali mi ne
moZemo graditi kuéu zko nismoé sakupili potreban materijal.
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.

bravokutni trokut (na sl 1, Srafiran)
moﬁmum hipotenuza. Ipak, nastavnik S.m
slugaj da nj taj zaista jasan mig ne
drma tromost utenika, ba stoga treh
skalu Sve jasnijih uputa,
vvwmm.ﬁm Ii htjeli imati na slici trokut?,
»Roju vrsty trokuta biste naj .
:VVU:.,mmame jo§ ne znate naéi

\wm da bude Spreman i na
ce biti dovoljan da pro-
a da img y rezervi ditavy

»Biste 1i m
trokuta?.

kut (na sl 1,

dovoling Waprijed prije nege j . V. :
navan AP prij 20 ih potakne na stvarna

%EME‘%?EEQ%EE. it
. . i €la nacrtati tgi ¢ S
imate iaj trokut, no imate i nepoznanicy?« J okut Sad

»Nepoznanica je hipotenuza 1o t i

3 . rok i Z

1Zracunati po Pitagoring poutku.« ¢ iR M g mozemo
VV.HS,omm#m‘ ako su poznate obje katete. Jesy Ii
»Jedna je kateta zadana, to je ¢ A drug

tefko nadi, Py da — dry sk
) ga kateta ie k
pravokutnog trokutg Je bipotenuza

one poznate?«
U, mislim nije
lednog drugog

»Vrlo dobro! Sad vidim da imate plan.«

10

kojemu je traZena dija-

.. 11. IZVRSAVANJE PLANA .

11. Yzvr3avanje plapa. Stvoriti plan, doéi do ideje rje-
Senja — nije lako. Da bismo u tom uspieli, treba nam mnogo
toga, Potrebna su ranije stefena znanja, disciplina duha, kon-
centracija na eilj i jo§ nesto: sreta. Izvriiti plan — mnogo je
lakSe. Za to treba uglavnom samo sirpljenja,

Flan daje opée konture; moramo se uvjeriti da li poje-
dinosti pristaju u te konture, Stoga treba da strpijivo, po reduy,
ispitujemo detalje dok sve ne bude potpuno jasno, dok ne
iSCezne i posljednje tamno mjesto u kojem bi se mogla sakri-
vati pogrefka, _ .

Ako je utenik uistinu shvatio plan, nastavniky ¢e pre-
ostati razmjerno malo posla. Glavna je opasnost da bi udenik
mogao svoj plan zaboraviti, To se lako dogada ako ga je
primio izvana, ako ga je vrihvatio na osnovu nastavnikova
autoriteta. No ako ga je udenik izradio sam, makar i uz
izviésnu pomoé, i ako mu je odluna ideja sinula pracena
unutrasnjim zadovoljstvom, neée on tu ideju lako izgubiti.
Ipak, nastavnik treba da zahtijeva da ulenik kontrolira svalki
korak.

O ispravnosti nekog koraka u svom razmisljanju mo¥emo
se uvjeriti ili »intuitivno« ili »formalno, MoZemo se koncen-
trirati na dotiéno mijesto sve dok ga ne vidimo tako jasno

i odredeno da vife nimalo ne sumnjammo u ispravnost toga

koraka; ili pak moZemo dotiéno mjesto izvesti prema formal-
nim  pravilima. (Razlika izmedu »uvidanja« 1 »formalnog

. %Wmnwmﬁ..mad_oxsm._“._um jasna u mnogim vaZnim sludajevima

daljnju diskusiju o tome moZemo prepustiti filozofima.)

~ Glavno je da ufenik bude istinski osvjedofen o isprav-
hosti svakog koraka., U izviesnim ée sluGajevima nastavnik
izritito mnaglesiti - razliku izmedu »uvidjetic 1 »dokazati«:
MoZes i jusno vidjeti da je korak ispravan? No moZed 1i i
dokazati da je korak ispravan?

12. Primjer. Nastavit' éemo tamo gdje smo prekinuli na
svretku § 10. Uenik napokon ima ideju rjelenja. On widi
pravokutni trokut korne je nepoznata hipotenuza oznadena
sa z, jedna kateta jest zadama visina ¢, dok je druga kateta
dijagonala jednog pravekutnika, Uéenika treba, po mogué-

i1
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» i 1 i veli
NMMmMoEEMw Mmaju veliku prednost pred d&isto numeritkim
ma, 0 je zadatak zada i i
5 0§ D »slovima«, nie o :
moZemo Provieriti ng razne nadj e e s zltat
Zadatak posve kezgodan, Iakg je nag

ak o : primjer vrio jedn ,
Q.oé:mb je mm._ to pokase, Nastavnik moze o Hmmzmmgowwwﬂww “

ljati’ razna pitanja, n : P
a koja udenic b
»das, dok bi OQWOMSH Shee wisn 1 mogu Iakg odgovoriti

! nepr emo a, b, c7¢
*Na§ je zadatak stereometritski di ; T Tove
. < ste netrijski: odrediti dijago -
@Wﬁ%ﬂﬂm. SU zadani bridovi 4, b, ¢. Taj je Nmamﬁwwswmmu%wm
b Sirtlskom zadatky: odrediti dijagonalu pra k mﬂﬁ
OMe su zadane stranice g, p, Da i je N

sme 5 je i rezultat nagdeg -
mew zadatks mwmwommﬂs. rezultaty ravninskog’ NmQMmWMMa

» L . » . N )
postel o} mmHSmEm ¢ smanjuje najzacd nestaje, paralelenj ed
i¢ paralelogram. Uvrstig 14 svoju formuly e 0 .‘Mﬁ_u‘
V = 0, dohi~

vas 1 ispravau formug ij
u

oo 8 za dijagonaly Pravokutnog Paralelo-

*Raste 1i vising e, raste 1 g5 |
formula?« ¢ Faste f dijagon
- VVWmM.E Ii sva tri brida g, b, n kvadra iy

m . - > " :

HQEM:W %m%oaﬂm U tom istom omjeru, Zamijenis 15 u svojoj
] » U, ¢ sa 10, 105, 10e, morac b3 Nwomﬁm mcﬁmﬂgn.&.m

1 izraz sz dij i i
ok Jagonzlu Ispasti Qmmmﬁmwomﬂ.zw. Da 1i je tome

ala. Pokazuje 1j tq 3 tvoja’

istom omjery,

e, za koje je numeriski’

20 na ozhiljny Pogresku u |

e
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o

=
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14. PRIMJER

njenica da formula odolijeva tolikim iskuenjima. Prije je
on bio uvjeren da je formula ispravna, jer ju je pazljivo
izveo. A sad je uvjeren jo¥ vife. Ovo njegove povetano po-
vierenje potjeée iz drugog vrela, valja ga pripisati nekoj vrsti
»eksperimentalne evidentnostic, Nadalje, zahvaljujuéi pret-
hodnim pitanjima, pojedinosti formule dobivaju novo znadenie
i povezuju se raznim finjenicama. Stoga ée se poveéati i iz-
gledi da ée ulenici formulu upamtiti; njihovo znanje postaje
¢vrite. Najzad, ta se pitanja lako mogu prenijeti na slidne
zadatke. Kad stekne nedto iskustva sa sli¢nim zadacima, inte-
Ligentan ¢e veenik moéi da zapazi opée osnovne ideje: iskori-
S¢ivanje svih bitnih podataka, variranje podataka, simetriju,
analogiju. Ako se on navikne da svoju paZnju usmjerava na
takve stvari, bit ée to svakako vrlo korisno Za njegovu vije-
§linu u rjefavanju zadataka. .
Moze¥ Ui kontrolirati dokaz? U tedim i znadajnijim sluga-
jevima trebat ée provieravati dokaz korak po korak. U obiénim
slu€ajevima dovolijnag je radi provieravanja izvuéi izvjesna

o »Ekakljivat mjesta. U nalem ée sluéaju biti uputno da u

~.esvriu prodiskutiramoe jedno pitanje, o kojem je ranije, kad

198 nismo bili nadl rjefenje, bilo manje uputno diskutfirati.
Pitanje glasi: Mo¥ed Ii dokazati da je trokut sa stranicama
% Y, ¢ pravokutan? (Vidi zavrietak § 12) ,

MoZe¥ Ui rezultat ili metody upotrijebiti ze neki drugi za-
datak? S nesio potpore, nakon jednog ili dva primjera, ude-
nici ée lako pronalaziti primjene koje se uglavnom sastoje u
tome da se apstrakinim matemati¢kim elementima zadatka
pridaje neka konkretna interpretacije. Nastavnik je sam upo-
irijebio takvu konkretny interpretaciju kad je u naem zadatku
za kvadar uzeo udionicu. Trom udenik predloZit te mozda kao
primjenu da se umjesto dijagonale udionice izratuna dijago-
nala obliZnje gostionice. Iscrpu Ii-uéenici svoju Tantaziju, moze
ﬁ.mmﬁmdﬁmﬂ sam postaviti neznatno promijenjen zadatak, na
primjer: »1 kvadru je zadana duljina, 3itina i visina, Nadi
udaljenost od njegova sredita do jednog vrha.« _

Utenici mogu ovdje primijeniti rezultat svog upravo rije-

Senog zadatka ako primijete da je traZena udaljenost polo-

- 15
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U UlIoNICI

NaSa je tabela zapravo prva tabela ove vrste. Cini se da
je dovoljna za veéiny jednostavnih sludajeva, no nema sumnje
da bi se mogla usavrsiti, Vasno Jje, medutim, da preporuke
od kojih polazimo budu jednostavne, prirodne i opéenite, a
sama tabela da ne bude preduga.

Preporuke moraju bhiti
mogu biti nenametljive.

Preporuke moraju biti opéenite, primjenjive né samo na
dani zadatak veé i na zadatke svake vrste ako hoéemo da

one pripomognu razvoju utenikovih sposobnosti, a ne tek
neke specijalne tehnike ‘

Tabela treba da je kratka kako bismo pitanja mogl po-
navljati €esto, neizviedtadeno i u raznim okolnostima, Na taj
Se nalin prufa prilika da ih udenik napokon stvarno usvoji
i da ta pitanja pridonesu razvoju njegovih umnihk nevika.

Postepen prijelaz na s
zato da ulenik, $to je mog

pecifitnije preporuke potreban je
uée vise, sudieluje u radu.

Ova metoda postavljanja pitanja nije kruia. Ona to ine
smije bitl jer je bilo kakav krut, mehani¢ki, cjepidladarski
postupak u ovim stvarimsa neizbjefno Stetan. Nasa metoda do-
pudta izvjesny elastiénost i variranje, dopusta razlidito prila-
Zenje (§ 15). Ta se metoda moZe i treba primjenjivati uvijek
tako da pitanja koja postavlja nastavnik mogu pasti na um
i samom udeniku.

2li da u svom razredu poku¥a s metodom
koja se ovdje predlate, svakako je potrebno da postupa
oprezno. On treba da pomno proudi primjer iz § 8. i primjere
koji ée biti obradeni u §§ 18, 19. i 20. Treba da pazljive pripre-
ma primjere koje namjerava cbradivati, razmatrajuéi pri
tom i razlidite prilaze. Trebalo bi da zapoéne s nekoliko pokusa
1 da postepeno iznalazi koliko mu uspijeva ovladavanje tomn

metodom, kako je primaju uzenici i koliko je vremena za to
potrebno, ‘ _

17. Dobra i loSa pitanja. Ako smo dobro shvatili metodu
postavljanja pitanja formuliranu u prethodnom paragrafu,
moéi  éemno usporedivanjem prosuditi vrijednost izvjesnih

18

jedrostavne i prirodne, inade ne

Hw..hmbhz WOZMHWQW%H<>Z ZADATAK

preporuka, koje bisino modda dali udenicima u namjeri .da
i nemo. . .
im ﬁ%ﬂ%ﬂﬁo se u situaciju szmmmHE. na podetku ﬁm wﬂ:ﬁﬂﬂmww
bilo postavljeno pitenje: Znas i neki mﬂoﬁpﬁ.nmnmamw P Jmieste
g a

i ia moglo se, u naiboljo] 5&5&&# da se uc :
oM%o%%wmbWoﬂmMﬁ pitanje: MoZed U primijeniti Pitegorin
P 3 _

é ﬂ - £ - 0] wr .1-
ﬂogomﬂw?u.mwm ‘mo¥e biti najbolja, ali Je wnmﬂm om.Hwﬂw Hwﬂo
lodiie, Moramo hitl sviesni u kakvej je Emcmo.aw e
ﬁommmw&mg pa temo tada vidjeti da postoji niz prig |

: i »pomociz. : . o 5 i
odeM%u%wWo je utenik blizu rjefenju, .m.ﬁ¢§.§ ce Hﬁomww .MMMO
oruku koja je u ovom pitanju. Ako nije blizu, on vie %nmg.m
Wmmm uopée vidjeti kamo smjera .@.ﬂmEm. Hu.w.mEm iome, d
ne poma¥e tamo gdje je pomot Sm%cﬁoqowﬁ_mm 2 mu e ona

(2) Ako je uZenik shvatio preporuku, o mH
svu tajnu, i njemu preostaje samo .<Eo malo posla. S
. (3) Hummbowswmp je previde speciialna, Pﬁo m%mumo M.mn e i
i ijebiti jeBavanju danog zadsatia, tin
i mogao upotrijebiti u rjesava dano e tivn,

i8 udio za buduée zadatke. Pitanje nij i v .
Eﬁﬂ%mﬁ»ﬂo je ufenik i shvatio preporuky, jedva ¢e mocl

j 5 i tavi
. razumjeti kako je nastavnik do3ao na pomisao da pos

itanj i onda mogao ulenik sam na-
takvo pitanje. A kako bi onda moga :
MMMMH <Mm takvo pitanje? Pitanje se pojavijuje kao neprirodno
i i ije i ktivno.
i denje, ono zaista nije instru . . )
Esmﬂwmmgwﬁ_ se od ovih prigovora ne moZe iznijeti protiv po
stupka koji je opisan u § 10. odnosno u § 15.

DALJNJI PRIMJERI

18. Jedan koustruktivan zadatak. T/ Na.apﬁi ?orﬁﬁowmﬁma@
kvadrat, Dva niegove vrha neka leZe na bezi trokuta, a
dva ne drugim dvjema stronicema toge trokuta.
 »8to je mepoznato?«
»Kvadrat.e
sSto je zadano?« .
sZadan je frokut, inafe miSta.«

19
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hase tabele veé i takva koja im Wowmmwosﬁwﬂ.s onako kako
medusobno Korespondiraju »dokazni zadacic i sodredbeni za-
daci«. (Ta je Wowmmwosmmsnﬁ_.m sistématski izlofena u dlanku
ODREDBENI ZADACT I DOKAZNT ZADACI, 5, 6.)

»Sto je pretpostavia?e

»Dva kuta le¥e 1 razliitim ravninama, Svaki krak jed-

noga kuta usporedan je iistoga smisla g odgovarajuéim krakom
drugoga kuta.« i

»Sto je tordnin?«
»EButovi su jednaki «
»Necrtag slikuy! Uvedi zgodne oznakel«

Utenik crta sliky 4, i bira, uz veéu il manju nastavni-
kovu pomoé, slova koja ovdje vidimo.

»Sto je bretpostavka? Izreci je sad upotrebljavajuéi svoje
oznakel« . '

»A, B, € nisu u istoj ravnini u kojoj su 4’, B, ¢, Zatim
je AB|| A8, AC | A’C". Osim toga je AB istog smisla kao AR,
a AC kao A'CY.«

22

19. JEDAN DOKAZNI ZADATAK

»Sto je tvrdnja?e
el BAC = <F . BTA'C « ‘ ]
vaWosecﬂi ﬁ.bnwmgi?_ I nastoj sjetiti se nekog tebi poznatog
s s s oty g
teorema koji sadr#i isty ili slicnu tordnjule . . .
sAko su dva trokuta sukladna, homologni kutovi sg im
jednaki.« . L
! »Vrlo dobro! Evo ti sad teorema kojt je srodun tvom, a
¢ g Zed U ijebiti?« .
veé je dokazan! Moged Ui ga ﬁﬁﬂ?&m b
»Mislim da mogu, ali ne vidim jo¥ petpuno kako to TOgU.«
»Ne bi li uveo neki pomoéni &mﬁmﬁ da uzmogned upo-
trijebiti taj teorem?«
WV_w.mqo.me 8to si ga malo prije virlo o@ﬁéﬂmﬁo m?.uﬁ.pmﬁ.hw.
vrijedi za trokute, za sukladne trokute. Ima3 1i na svojoj slici
neke trokute?«

i th da th uvedem. Spojit éu B sa C
i B Mwm%m%mmwrw%%ﬁwwomwm trokuta, A ABC i A A’B'C".«
»Tako je! No Bemu ée ti ovi trokuti?«
»Da dokafem tvrdnju < BAC = < B'A'C'x :
»Dobrol Ako to %eli§ dokazati, kakvi su t trokuti po-
trebni?« : ’ . :
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U UCIONICT

numeri¢ke vrijednosti. Treba dakile da nepoznanicu izrazimo

pomodéu a, b, v, ¥, pa tek da na kraju, kada dobijemo izraz za
Smwnmzmgns u opéim brojevima, uvrstimo numericke vrijed-
nosti. Ja bih poslusao taj saviet. Sto -je mepoznato?«

»Brzina  kojom se uzdife razina vode ako je dubina
vode y.«

Sl. 6.

»Sto to znadi? Moze# 1i to kazati drugim rijedima?«

*Brzina: kojom raste dubina vode.«

»Sto to znagi? MoZes 1i to tzraziti jo§ nekako drugadije?«

»Brzina promjene dubine.« ’

vvﬂ_mmvo. Brzina promjene veligine Y. No 5to je to brzina
Promjene? Vyagii se ng definicijul« ,

u\,,mﬂnjm provijene neke funketje jest derivacija.«

ﬁm ormmﬁmaﬂo mmbm.ﬁsgmiows vrijednost velifine 7. Moged
Ii sebi predotiti da se ¥ mijenja?« :
»Mogu. Dubina vode 4 raste s Vremenom, «
»*Prema tome Y je funkcija dega?«
»Vremena t.«

VV.UoE,o. Uvedi zgodne oznake! Kako bi wuvwmmo brzinu
promjene od y matematidkim simbolima?e«
dy

»o—

di

20. JEDAN ZADATAK O BRZINI

»Dobro, To “._mu‘ prema tome, ?B.m nepoznanica. Nju treba
da izrazi§ pomoéu g, b, r, y. Uzgred refeno, jedna je od za-

. danih veli¢ina neks ;brzina’. Koja?«

» je brzina kojom voda utjefe u posudi«

»Sto to znadi? MoZe i to kazati drugim rijegima?«

»r je brzina promjene volumena u posudi.«

»Sto to wnati? MoZe§ Ui to izraziti jo§ nekako drugadije?
Kako bi to napisao pomoéu zgodnih oznaka?« _

av _
PP = —
dt
»3to je V7«
»Volumen vode u posudi u Sasu t.«
. . ... dy B av ,
»Dobro, Morag dakle HNHmNEJML@oan: a, Flnm » Y. Ka-
t .

ko mmm to uraditi?« ...

: eZm .Eomm,m i rijediti postavijen zadatak, pokuiaj :&,ﬁ,...s.m
rijefiti neki srodni zadatak! Ako joB ne razabire¥ vezu izmedu
WWW i Nm@mﬂww veli¢ina, pokusaj uspostaviti neku jednostavniju
<m.§.r koja ée ﬂ posluZiti kao prelazno uporistel«

»Ne vidi§ 1i da tu ima i drugih veza? Jesu 1i npr. yiVv
medusobno nezavigni?e .

.- »Nisu. Ako raste y, raste i V.«

»Prema tome, tu ti je veé neka veza. Koja?«

»V  je veolumen sfo¥ca kome je visina Y. No ja ne znam
jos koliki je polumjer toga stofca.« )
»Ipak ga moZe¥ uzeti u obzir. Ozna&i taj polumjer ne-
kako, recimo-sa xi« ’
»V = E R
3

vamWoum_b,mﬂomwmwoaamﬁmgmH.m..Hmﬁ ona nezavisna
od yi« , :
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NbNO RIBSAVATI ZADATAK

..Mwo Su time postiéi? Pripremit ed i razjasniti detalje
koji ée kasnije vierojatno bhiti vaZni.

Tragom korisne ideje

Gdje da podnem? Podi od Tazmatiranja glavni ij ;
svoga .Nmﬁm?m._ Zapodni tadg kada sy N_om_m MSMMHMHMMM%MM
wmo._m [ ‘mHmSﬁ dijelovi jasno sredeni i posve shvaéeni, a tvoie
le paméenje spremng Za suradnjul u :

,M_H._ da radim? Razmatraj svoj zadatak s raziigitih strana pa
pokusaj uspostaviti ‘dodir sa znanjem $to si ga stekao ranije!

N mmwﬁ.ﬂaﬁ. svoj zadatak s razlizitih strana! Istakn; Hmmsm.
Q:mHow.m.“ spitaj rarme detalje, ispituj iste detalje ponovo, ali
mﬁcmmmﬁ.mw WoﬁEEw& detalje na razli¢ite nadine ﬁwﬂmwm im
§ razliditih strana) Pokudaj da u svakom Qmﬁm&r razaberes
neko zo<m.wsmomﬁm“ neku novuy interpretaciju cjeline!

Potrazi dodirne tacke sa znanjem §to si'ga stekao ranije!

— kA 2 v - ~ L} .(
galo! Pokugaj da y ohom  $to  istrafujed prepoznas neito

) r
ONHU.D.HO 2 u ono mﬂo S1 €poznao nas wo Zapazi wH nes ﬂc

Sto bip MOgao zepaziti? Korisny ideju, a mo3da i odludny -

KAKO RIESAVATI ZADATAK

novim idejama, i neznatnijim, i mutnijim, i dopunskim ide-
jama, koje mutnoj ideji daju neku tadnost iii nastoje korigi-
ratl neku manje sretnu ideju. Dapate, ako neko vrijeme ne
dode§ ni na kakvy vredniju novu ideju, treba da budes zado-
voljan ako svoju koneepciju zadatka upotpunis,-évrite pove-
Zes, jo¥ je belje ujednadid odnosno uravnote#is,

IzviSavanje plana

Gdje da poénem? Podi-od sretne ideje koja te je povela
k riefenjul Zepodni tada kad se osjetad siguran da vlada¥
glavnom vezom i kad pouzdano smatra¥ da ée§ modi upot-
puniti manje vaine detalje kad to bude potrebno!

Sto da rudim? Ovladaj sigurno glavnom vezom! Provedi
detaljno sve algebarske i geometrijske operacije koje st prije
spoznao kao praktitne! Uvijeri se o ispravnosti svakog poje-
dinog koraka formalnim zakljudivanjem ili intuitivnim uvie
danjem ili, ako je to mogucte, na oba nadina! Ako je tvoj -
zadatak vrlo kompliciran, zgodno je razlikovati »velike« i
»male« korake, imajuéi na umu da se svaki veliki korak sastoji
od vife manjih. Kontroliraj najprije velike korake pa zatim
prijedi na male! .

Sto éu time postiéi? Na taj éed nadin moéi da dobije’ takav
prikaz rjefenja gdje ée svaki korak biti nesumnjivo ispravan.

- Osvrt

Gdje da poénem? Poéni g rjeSenjem, potpunim i taénim u
svakoj pojedinostil
Sto da radim? Promotri rjeSenje s razliditih strana i po-
trazi- dodirne tatke sa znanjem $to si ga ranije stekao!
‘Razmatraj detalje rjefenja pa ih pokuSaj pojednostavniti
koliko je to god moguée! Pregledaj dulje dijelove riefenja pa
" ih pokudaj saZeti! Pokufaj &itavo rjeSenje sagledati na prvi
pogled! Nasto] pobolidati kraée ili dulje dijelove rjedenja,
pokufaj to s éitavim rjefenjem! Prika¥i svoje rjeSenje zorno
1 uklopi ga &to prirodnije u svoje ranije steeno znanjel Ispi-

3L
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MALI HEURISTICKI LEKSIKON
vifeznatne, nepotpune ili nepotpuno razjainjene analogije, no
analogija mo¥e doseé i nivo matematitke preciznosii. U pro-
nalaZeniu rjefenja sve vrste analogije mogu hiti vazine, pa ne
treba zanemariti nijednu, _

3. Huowsmmdm.go li rijediti neki zadatak, moZemo biti zado-
voljni ako nam uspije otkriti jednostavniji analogni zadatak:
U § 15. prvobitni zadatak odnosio se na dijagonalu kvadra;
razmatranje jednostavnijeg analognog zadatka o dijagonall
pravokutnika vodilo nag je k rjeSenju prvobitnog zddatka.
Ovdje €emo razmotrit; jo& jedan sluiaj te vrste. Zadatak glasi:

Odredi tegiste homogenog tetracdral

Bez znanja integralnog ratuna i uz oskudno poznavanje
fizike ovaj zadatak nipodto nije lak; u doba Arhimeda i Gali-
leia bijase to ozbiljan nauéni problem. Stéga se moramo, ako
Zelimo rijediti ovaj zadatak sa ¥to manje predznanja, obazreti
za jednostavnijim analognim zadatkom. Jasno je da ée tu
iskrsnuti odgovarajuéi planimetrijski zadatak:

Odredi teZifte homogenog trokuta!

. Umjesto jednog pitanja imamo sada dva. No na dva pi~-
tanja bit ée mo¥da lakie odgovoriti nego na jedno, uz uvjet
da su oba pitanja Pametne povezana.

4. Mi éemo privremeno ostaviti po. strani svoj prvobitni
zadatak o tetraedru i koncentrirati se na jednostavniji i ana-

_o.m.E zadatak o trokutu. Da bismo rijesili. taj zadatak, mo-
ramo znati nesto o teZistu. Plauzibilan i prirodan jest ovaj-

princip: .

Sastoji Ui se neki sistem mase S od dijelova kojimua svea
teZista lefe w istoj revning, tade ta rovning sadi¥i i tedidte
ditavog sistema S.

Ovaj princip daje sve &to nam je potrebno u sludaju
trokuta, On ponajprije sadrii &injenicu da teziSte trokuta

leZi u ravnini toga trokuta. Zatim éemo 4rokut smairati sa~ -

stavljenim od vlakanaca (vrio tankih pruga, »bheskonadno
uskih« paralelograma) paralelnih s izvjesnom stranicom tro~

kuta (na sl. 7 ga stranicom .N_mwlv ‘Tezifte svake takve pruge

34

- ANALOGIJA

jest, o¢ito, njeno srediste, a sva ta srediSta leZe na duZini
koja spaja vrh € s peloviitermn M stranice AB {vidi sl. 7).
Bilo koja ravnina koja prolazi teZiSnicom CM trokuta

sadrizi teZifta svih paralelnih pruga od kojih se sastoji trokut.

Tako dolazimo do zakljuéka da i teZiSte gitavog ﬁsowcﬁ.m.HmmH
na toj istoi teZi¥nici. No to teZifte mora isto tako lefati i na
ostalim dvjema teZiSnicama, pa prema tome ono mora biti
zajednitko sjecifte svih triju teZifnicc. . .

Pozeljno je da se sad ¥isto geometrijski, 1eovisno o w%.o
kakvoj mehanidko] pretpostavel, dokaZe da se sve tri ﬁmﬂu
Enice sijeku u istoj tacki.

C

i / ]
/ / /
/ 7
A M B
S

5. Nakon sludaja trokuta slufaj tefraedra prilitno je lak.

Mi smo ‘malo prije Tijedili zadatak koji je analogan nadem
danom zadatku 1 time dobili uzor po kojemu se mozemno

ravnati, .
Rjefavajuéi analogni zadatak, koji nam sad siudi kao
uzor, zami8ljali smo trokut ABC sastavijen od vlakanaca pa-
ralelnih sa stranicom AB. Sad éemo tetraedar ABCD mw;wmlﬁ.ﬁ
.mmm.nmiu.mﬂg od vlakanaca koja su paralelna s bridom AB.
‘ Sredista vlakanaca koja tvore trokut lefe sva na wm”n&
duZini, na teZi$nici trokuta koja spaja poloviste M stranice
AB sa suprotnim vrhom C. Sredifta vlakanaca koja tvore
tetraedar leZe sva u istoj ravnini, a ta je ravnina odredena

35
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MALI HEURISTICKI LERSIKON

e mo¥e odmah iskoristiti za potrebe prvobitnog zadatka. U
tom se sludaju isplati da ponovo razmatramo rjedenje, da ga

variramo i modificiramo, dok najzad, po¥ts smo iskugali

razne oblike rjeSenja, ne nademo rjiefenje koje se moge pro-
tegnuti na na¥ prvobitni zadatak.

\

zemo nasluéivati da Ge se teziSte homegenog tetraedra podu-
darati s tefiftem njegovih &etiriju vrhova,

To nasluéivanje jest »zakljudivanje po analogiji«. Buduéi
@m znamo da se trokuf ; tetraedar u mnogo pogleda vladaju
umgﬁmwoh nasiuéujemo da fe ge viadati jednako i u nekom
daljnjem pogledu, BRilo hi DNerazumno plauzibilnost takvih

Zakljuéivanje po analogiji éini se da je najéeicéa vrsta
zakljuéivanja, a mo¥da je najbitnija. Ono nam daje vige iii
manje plauzibilne slutnje koje mo¥emo potvrditi ili ne po-
tvrditi iskustvom i stroZim zakljudivanjem. Kemitar koji

eksperimentira na Zivotinjama da bi predvidio djelovanje .

m<oi.w @wm@mwmﬁmﬁm:&am Nm.Eu.sz.mwO. analogiji. Tako je
zakljuéivao i malifan koji je pitao kad su njegovo psetance
morali odvesti veterinary:

»Sto je to veterinar?«

»Lijeénik za Zivotinje.«

»Koja Zivotinja je lijetnik za Zivotinje?«

9. Zakljudak po analogiji na temelju mnogih -paralelnih
m.Eomu.@am jati je od takva zakljuka na temelju svega neko-
liko sludajeva. Ipak je tu kvalitet vaZniji od kvantiteta. Oftro
odredene analogije preteiu nad nejasnim slidnostima, siste-

|
_
n
|

ANALOGIJA

Malo prije (pod 8) iznijeli smo jednu slutnju o te¥istu
tetraedra. Ona se oslanjala na analogiju; sludaj tetracdra ana-
logan je sludaju trokuta. Tu slutnju moZemo pojadati razma-
tranjem jo§ jednog analognog sludaja, i to slufaja homogene
Sipke (tj. dugine jednolike gustocte).

Anzlogija koju pokazuju .

duZina trokut tetraedar

ima vife aspekata. Du¥ina se nslazi na praveu, trokut u rav-
nini, tetraedar u prostoru. Dudine su najjednostavnije jedno-
dimenzionalne omedene figure, troluti su najjednostavniji
poligoni, a tetraedri najjednostavniji poliedri.

Dufina ima 2 nuldimenzionalna medadnja elementa (2
krajnje tatke), a unutrainjost joj je jednodimenzionalna..

Trokut ima 3 nuldimenzionalna i 3 jednodimenzionaina
medainja elementa (3 vrha, 3 stranice), a unutradnjost mu je
dvodimenzionalna., .

Tetraedar ima 4 nuldimenzionalna, 6 jednodimenzionalnih
i 4 dvodimenzionalna medadnja elementa (4 vrha, 6 bridova,
4 plohe), a unutradnjost mu je tredimenzionalna. .

_ Ove brojeve moZemo skupiti u tablicu. Stupcet u toj tablici
sadrze po-redu brojeve za nul-, jedno-, dvo- i trodimenzio-
nalne elemente, a reci sadrie brojeve za dufinu, trokut i
tetraedar: ‘

2 1
3-8 1
4 6 4 1

Dovolijno je nefto malo znati o binomnom teoremu pa da
u tim brojevima prepoznamo odsietak Pascalova [Paskal] tro-
kuta. Tako smo do3li do znatajne pravilnosti kod dugine, fro-.
kuta i tetraedra.

10. Ako smo spoznali dz su objekti koje usporedujemo
tijesno povezani, onda za nas mogu nedto znaditi szakljudei
Po analogiji«, kao 5to su ovi &to slijede,

TeZifte homogene dufine podudara se s te¥itom njenih.
krajnjih tataka. TeZite homogenog trokuta podudara se s fe-
#{8tem njegovih triju vrhova. Zar da ne naslutimo da ée se
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MALI HEURISTICKI LEKSIKON

zadetek? Ako on 3to je mogute potpunije razmilja - o zada-

cima koje je rijeSio, steéi &e sredeno i upotrebljive znanie. -

Kao i svatko, tako i buduéi matematidar udi oponafajuéi
I vjeZbajuéi, On treba da sebi potrazi pravi uzor u koga ée se
ugledati. Potrebno je da promatra nastavnika koji stimulira.
Neka se takmi?i sa sposobnim prijateljem. A zatim, $to je
mozda najvaZnije, neke ne &ita samo uobifajene, sluZbene
udZzbenike, vet i dobre autore, dok ne nade jednoga &iji ¢e stil
po svojo] prirodencj sklonosti moéi da oponaga. Neka u¥iva i
neka probire ono 5to mu se &ini jednostavno, ili poudno, ili
lijepo. Neka rjefava zadatke, neka izabire one koji zadiru
u njegov krug zanimanja, neka razmislia o njihovu rjefenju
I neka sam izmiflja nove zadatke. Na taj nadin, a 1 drugim
sredstvima, neka nastoji ostvariti svoje prvo vaino otkrife:
da oikrije §to voli, a &to ne voli, svej ukus, svoj vlastiti smjer.

Cemu dokazi? O Newtonu se pripovijeda: Kao mlad; stu-
dent zapofeo je studij geometrije ¢itanjem Euklidovih »Ele-
menatac, kako je to bio obi¢aj u njegovo doba. Citao je teore-
me, vidio da su ispravni, i preskakao Je dokaze. Pitao se zalto
se treba mugiti dokazivanjem tako evidentnih stvari, Ipak,
poslije mnogo godina promijenio je miljenje i hvalio Kuklida.

Bez obzira na autentidnost ovoga, ipak ostaje pitanje:
zafto treba da dokaze udimo odnosno poudavamo? Sto je
bolje: uopée nikakvi dokazi, ili dokazi za sve, ili neki dokazi?
Ako samo neki, onda koji? ’

L Potpuni dokazi. Za-logitara izvjesnog tipa postoje. samo
potpuni dokazi. Ono za 5to hotemo da bude dokaz ne smije
ostaviti nikakve praznine, nijednu »rupus, nifta neizviesno.-
Inafe to nije dokaz. Mosemo 1 potpunih dokaza koji udovo-
ljavaju tako visokim zahtievima naéi u svakidagnjem’ Zivotu,
ili u kaznenom -postupku, ili u fizici? Jedva, Prema tome teflo

je shvatiti kako se moglo doéi do ideje takvog strogo potpu-

nog dokaza,
MoZemo kazati, ponesto pretjerujuéi, da je Sovijedanstvo

tu ideju dobilo od jednog %ovjeka i jedne knjige: od Euklida

i1 njegovih »Elemenata«. I svakom sludaju studij elemenata
planimetrije joi je uvijek najbolja prilika da se usvoji ideja
strogog dokaza.

42

CEMU DOKAZI?

Uzmimo kao primjer dokaz teorema: I svakom je trokutu
suma triju kutove jednuake 2RI Slici 9, koja je neotudivo du-
Hovno vlasnitvo vetine nas, ne treba mnoege objainjenja.
Vrhom A povufena je paralela sa stranicom BC. Kutovi kod
B i C jednaki su izviesnim kutovima kod A (kako je to istak-
nuto na slicl) jer su izmjenitni kutovi medusobno jednaki.
Tri kuta trokuta jednaka su trima kutovima sa zajednidkim
vthom A koji tvore isprufeni kut ili 2R. Time je teorem
dokazan, .

Ako je uéenik zavriio svoje ulenje matematike, a nije
stvarno shvatio nekoliko dokaza poput ovog prethodnog, on
ima pravo da oftro predbaci svojoj Ekoll i svojim nastavnici-

A .

Sl

< ma. Pofrebrio! jé ‘rdzlikovati vaznije stvarl od manje vainih,

Ako uteniku nije uspjelo da upozna ovu.ili onu specijalnu
geometrijsku &injenicu, on nije previSe propustio; u kasnijem
te Zivotu malo moéi da primijeni takve &injenice. No ako mu
nije uspjelo da se upozna s geometrijskim dokazima, propustio
je najbolje i hajjednostavnije @Esﬁ.mﬂm pravilnog dokazivanja
i promasic najbolju priliku da usveji ideju strogog zakljuéi-
vanja, Bez te ideje on mee imati pravo mijerilo kojim bi
mogao usporedivati svakojake tvrdnje i toboinje dokaze na
kaje ée u Zivotu nailaziti.

. ! Dio 32. propozicije u I knjizi Buklidovih »Elemenata« Sli-
jededi dokaz nije Euklidov, no Grei su ga znali.
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MALI HEURISTICKT LEKSIKON

logi¢ki ili mnemotehniski sistem . jer su svi recepti napisani
ili od$tampani, i ne treba ih pamtiti.

Ipak, autor ud#henika infinitezimalnog raguna i nastavnik
-teSko Ce ostvariti svoje namjere ako se kruto povode za si-
stemom »kuharice«. Ako izlasu postupke bez dokaza, nemoti-

virani postupci neée biti shvadeni, Daju Y pravila bez obra-

zloZenja, nepovezana pravila brzo ée se zaboraviti Matema-
tika se ne mofe kuZati na ‘posve isti nadin kao puding. Ako
je Sprijefeno svako zakljudivanje, kurs diferencijalnog i inte-
gralnog raduna lako ée Postati nesuvisii inventar neprobavlji-
vih podataka,

5. Nepotpuni dokazi. Najbolji nadin da se svlada dilema
izmedu pretedkih dokaza i nivoa skuharice« jest razumna
upotreba nepotpunih dokaza, .

| Za strogog logidara nepotpun dokaz nije uopée dokaz. I
mi svakako moramo nepotpune dokaze pommno razlikovati od
potpurili, Pobrkati ih — lofe je, podvaliti jedan umjesto
drugog — jog je gore. Muéno je kad autor udZbenika dznosi
neki nepotpun dokaz s vidljivim krzmanjem izmedu stida i
pretenzije da dokaz bude potpun. Nepotpuni dokazi mogu
ipak biti korisni ako se upotrijebe na pravom mjestu i s uku-
- som. Njima nije cili da nadomjeste potpune dokaze, $to oni
nikad ne mogu, veé¢ da izlaganje udine zanimljivim i su-
vislijim,

Prvi primjer. Algebarska jednadZba n-tog stepena imec
tarno n korijena, Ovaj stavak, nazvan’ Gaussov osnovni teo~
rem algebre, "€éste” mordmo’ iznijeti uéenicima koji su pot-
Puno nepripravni za razumijevanje njegova dokaza, Medutim,
oni znaju da jednadsbg prvog stepena ima jedan korijen, a
jednadbg drugog stepena dva korijena. Osim toga, taj teski
stavak ima jedan dio koji se lako mo¥e pokazati: nijedna
jednadibe n-tog- stepenc nema vife od n razli¢itih korijena.
Tvore i spomenute ¢injenice potpun dokaz osnovnog teorema?
Niposto. Ipak, one su dovoljne da mu daju izvjesnu zanimlji-

vost i vijerodostojnost i — Sto je najvainije — ga ga ulvrste u

svijesti uenika,
Drugi primjer. Sume bilo kojih dvaju bridnih kutova
trostranog prostornog ugle veda je od tredeg kuta. Odito izlazi
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.CEMU DOKAZI?

na to da teorem tvrdi: u sfernom je trokutu suma bilo kojink
dviju stranica veda od trece. Opazimo H to, prirodno je da
pomi8ljamo na analogiju sternog trokuta § ravnim. Cine 13 ove
primjedbe dokaz? Nipogto, No ohe nam pomaZy da shvatimo i
upamtimo dani teorem. _

© Nag je, prvi primjer. historijski interesantan, Oko 250

‘godina smatrali su matematidari osnovni teorem algebre isti-
‘hitim bez potpunog dokaza. Zapravo nisu imali mnogo vige

temelja ‘nego #o je bilo malo prije spomenuto.” Nas drugi
primjer wkazuje na ANALOGIJU kao na vaZan izvor naslu-
¢ivanja. U matematici, fizici § u prirodnim naukama uopée
otkriéa Zesio polaze od promatranja, analogije i indukeije.
Ova sredstva, upotrijebljena s ukusom bri sastavljanju plauzi-
bilnog heuristitkog dokaza, osobito su interesantna za fizifara
i inZenjera. (Vidi takoder INDUKCIJA I POTPUNA INDUK-
CIJA, 1, 2, 3) ,

Ulogu i korist nepotpunih dokaza objasnjava doneckle nag
studij procesa rjeSavanja. Iskustvo u rjefavanju zadataka po-
kazuje da je prva ideja dokaza vrlo Zesto nepotpuna. Bitna
napomena, glavna veza, klica dokaza je tu, ali se naknadno
moramo pobrinuti za detalje koji su Zesto nepriliéni. Neki,
iako ne mnogi, autori itnaju dara da prikaZu upravo jezgru
dokaza, glavnuy ideju u njenom hajjednostavnijem obliku, a
da bit precstalih detalja samo naznade. Takav dokaz, iako ne-
potpun, moZe biti mnogo instruktivniji' od dokaza koji je
izveden sa svim detgljima,

 Ukratkd: ‘Hepotpifie

_ umjesto potpunih dokaza) ako nam je cilj ne strogo logitka

&omumawo%ﬁ veé izviesna:suvislost u izlaganju.
Vrlo je opasno Nmmgwmamﬂ nepotpune dokaze. Medutim,

Najzad, valja priznati da nije nipogto lako prikazati ne-
Potpun dokaz g dovoline ukusa.

47

nepotpune dokaze modemo E..uo?mﬁu.mjwmﬁ ‘kao .




6% ALIEVEZ THITRWEIEI B

Zeyop of oyew euqgsajod oargalgzran af vaolog aluesslrunzes
oil]awey ez » ‘eugnod 1 of vuIO0A)OR D BIOIIUOY .maﬂm_.k.yo

uegaadod 11q zexop BIOW BF0ly TRifea mIq PSIA m.mmm E.gome

‘axpaegsodisad O oy Bw 11 OWITABISOZI TpBuZ 0J, ‘TvulaIce)
souavadsy ez BUg er@lip 111 ns wag ® ‘epalip 1 po ojses

BUZRA N5 ol1A nlesenoud alpao os efoy Iaqe; elueyrg

ﬁ.m 3 T
-Od DHUBRD n oIpra nlmoersa nlulreq) HNWMVH%MMM AmMmWﬂWmW
Buszen of nw eznusjodiy w» o Taq 4 20\ sio1ey ns swoy ﬁmm
~0I} Twnxoawxd nnanpo 1zedo ep nyad nagop STHePR 99 Jewyy
‘opaan of ep vgnsod ep BASI} B303G "0 nupmea NuBpez 13314 1Z0p
TES U g9 + /A zZeaz ep Wizedo orsfowz oy HIusyn mommﬁ
DT 248 01swONSt 15 17 g ‘wRlueytd powod azowr nur HIUAR]S
“BN coudez epeg oU g 4 o A yord slugepsur nrevoselp
BUNBI ep omsiurod eu apop Mwﬁmmd 39U Bp BrpoSop 95 agopy
ST VT 2T ‘01 §§ n o aljep 88 mead e ‘¢ § 0 Mamsod owrs 1oy
NIPEAY O Nelepez vy ag 029 1nera ofrovgsnyr ey T )

CONVIVY, ZAS OLLSTMOSI IS I't ¥

87

énsanisodiasd
TanyiY OWSLLOST 1 182f 114 o[1q »eyjepez JouzeNop« PO aluertd
spnlereaoBpg Jiafan anny OWSLIOST 1] 152 JOUDPDZ 2as 013514
-0%[81 18 1] D (OUIRANOPR ¥Njepez aluwoeAys bgeu 17 op leqaay
weu o1y 1] owrew] jepes af oyey oy (T ‘EOONDILSOA T
HYATEIVN) ngenod su ofeu alfoq ofouw nelumzer nlesy eu
Aeiepez owsy [oas ‘slueuz og1a 9As oWeITZIIGowW ouadaysod
elugsegall nxoy 1 EP IONPNg ;0uRpRL 9AS OLSIXONS IS ] BeY
. "IOAQSRO
wswaistad weprqrznerd eluyngs cuwes alnxego as ep slnzey
-od ousel ouwafiaeisod alueyd of iloy wu umeN juvsesbod

el »p-eliunlodsfa af LUIISE w023 af . 0P .ogﬁ.mo&.ﬁ@:m% .

¥ B CesE[S raxepes Suzexop« vz vluend epiferesodpo
‘uesefou i1 ¥ezoy 1Igq oefom I0A0EPO 1q ©P U 98 O3 [BINS
“rzup ewifu eu el[ea o e ‘weiqznerd T yey I1g 2zowl Joao8
-po Jal mrawysod ur. elles nnzesopeu 0] evu TIRgE] [ogeu
n as eloy efueyd ez 1 ovy »jafan wiljonopnz aonBow af 4] D«
olueyrd ez tpal11a 08T TswoN0 oSau HNUeR 9514 28 oSy
ndowr ‘slueitd oy Bu 1II0ACSpO JZOWE 03§21 es oxe ‘anosd-
“BN BII0A0Zpo oxe] [U BU OWdZOUI 0yp epel Tzey [omazod
n ouswos =lueyrd of o], j»urwnzei« ejepez gwu I or

, , ‘THpE al1oq wow owsy Tux T ‘Yejepez
BZ Samvjui gedu 9y serod ‘wisfuvamyhiseu wruigrzne(d [ ofiq
o1 reqewr ed ‘efueyrd 01 vu Nroacdpo 17 owsfrupn jrusuwinz
“BI¢ NISTWS WO} N FeIepez §eu 1[ 3L 'SYJepRZ »auunzesd
ourpal oey owesjews wsluegalr wiurpaf wrups| 23]1epRE
LR 9mo) Juolys ows I ofusgeli ocups[ oseadn nfeisndop
rfos] Tuo Toepez ns latlimuezley ‘ejsndop serepez foy qr 0%
eluagsls [oxq jsa wyiepez EUSLo{eIZY (IUZEA PO BUPSP 1L

el1ea woralws weu wiloy alto OWIaY 1BUZ ‘TIRATYN220 OUILZOUL |
L ! IL Heq p HEBATYY 127

017 Swo} 0 ngzpopard nysU I owrRwW] ‘OWIpeI oy Bz ejey
“[nEsL DLI0 NURHSHIILHRIRY NYeAs nalprapsid sl oiqog

‘8T ‘8 88 n 1efuniyg eluins ‘roaodpo uowazatad

eazfloaopez U 994 ‘IoaoSpo uegeuoy nleas[nyez au gol euc
pex Bpex 1zey [oujogod n eusuoy O1sep elusid ns eap

. LUDLOINIDDIIUCY Y] Juspad

-poasd af wpzopy unlloaop afww ¥y joorunuzodau alunaipalpo
Dz Upf10a0p Jafan ¥ ap grelan Iifjoaopez 29ndow of 1 (g

NOMISSET INQILSTNAHH ITVIN

W

Tl



MALI HEURISTICKI LERSIKON

potpuno i onda ako nismo shvatili znatenje nekog bitnog
leraza. Stoga, da bismo ispitali svoje shvaéanje, moramo ta~
koder pitati: Jesi Ii uzeo u obzir sve bitne pojmove koji se
naleze v zedaetku? Vidi DEFINICIJA, 7.

4. Pri prethodnim napomenama moramo ipak biti oprezni.
Postoji izviesno ogranienje. Jednostavno ih mogemo primi-
jeniti samec na zadatke koji su ssavrieno formuliranic i
»razumnic, )

SavrSeno formuliran i razuman »odredbeni zadatak« mora
sadrzavati sve potrebne podatke i ni jedan jedini suvifan
podatak, I uvjet zadatks mora biti uprave dovoljan, ne smije
biti kontradiktoran, ne smije biti preodreden. RjeSavajuéi
takav zadatak, svakako moramo iskoristiti sve zadane podatke
i titav uviet,

Objelct »dokaznog zadatka jest matematiki teorem. Ako
je zadatak savreno formuliran i razuman, svaka klauzula u
pretpostavel mora za zakljudnu tvrdnju biti bitna, Dokazujuéi
takav teorem, svakako morameo iskoristiti svaku klauzulw
pretpostavke.

Za matematitke se zadatke y tradicionalnim ud¥henicima.
pretpostavija da su savrdeno formulirani i razumni. No ne bi

se smijeli u to Previde pouzdaii. Ako i najmanje sumnjamo,
treba da se zapitamo: DA LI JE MOGUCE ZADOVOLJITT -

UVJET? Pokusavajuéi da odgovorimo na ovo ili slitno pitanje,
moZemo se, bar donekle, uvieriti da 13 je zadatalk onolike dobar
koliko smo to bretpostavljali. :

Pitanje koje je stavljeno kao naslov o<.om ¢lanka Ipi-

tanja s njim u vezi mogu se i moraju neizmijenjena postav-
ljati samo onda ako je dotitni zadatak razuman i savrienc
formuliran ili ake bar nemamo razloga posumnjati protivno.

5. Ima i nekih nematematiskih zadataka koji su u izvje-
snom smislu »savrieno formuliranic, Na primjer, za dobre
Sahoveke probleme pretpostavljamo da imaju samo jedno
rjeSenje da na S8ahovskoj ploi nema nijedne suviine figure,
itd,

Medutim, PRAKTICNI ZADACI obisno su daleko od
toga da budu savr$eno formulirani. Za njih je potrebno da se
ponovo temeljito razmotre pitaniz iz ovog ¢lanka,

ST4;

DA LI 8I ZADATAK VEC PRIJE VIDIO?

Da Ii si zadatak veé prije vidio? Moguée je dz smo isii
zadatak, ¥to ga sada moramo rijefiti, veé prije rijedili, 11i da -
smo o njernu &uli, ili pak da smo imali posve slidan zadatak.
To su moguénosti kole svakako wvalja istraZiti. Nastojmo se
sjetitl Sto je bilol Jesi Ii zadatak wved prije vidic? Ili si isti
zadatak vidio u nedto drugadijem obliku? Ako odgovor bude
i negativan, takva pitanja mogu izazvati mobilizaciju nagega
korisnog znanja.

Pitanje koje je naslov ovoga tlanka &esto se upotrebljava.
1 u opéenitijem znafenju. Da dodemo do rjefenia, moramo
izvuél iz svog pamcéenja neke bitne elemente, moramo mobili-
zirati potrebne dijelove Svoga uspavanog znanja (NAPREDAK
I DOSTIGNUCE). Dakako, mi ne moZemo unaprijed taéno
znati koji su dijelovi nafieg znanja upravo sada vaZni, no
Ppostoje izvjesne moguénosti kaje treba svakako istraziti. Tako

i moZe svaka znadajna pojedinost danog zadatka koja je imala
: neky ulogu u rjefavanju nekog drugog zadatka imati ulogu
Lo i ovdje. Ako stoga uodimo da je neka znadajna pojedinost
‘sadainjeg zadatka eventualno vaina, pokusat ¢emo je negdje
prepoznati. 8to oma znazi? Je Ii ti poznata? Jesi Ii je veé prije
vidio?

Definicija nekog izraza je formulacija njegova znadenja
drugim izrazima 'za koje pretpostavljamo da su nam dobro
poznali, .

L Tehni¢ki izrazi u matematici su dvovesnl.  Neke tzi-
mamo kad jednostavne osnovne izraze i ne definiramo ih.
-Pruge smatramo za izvedene izraze i propisno ih definiramo,
tj. formuliramo njithovo znatenje pomoéu jednostavnih osnov-
nih izraza ili pomoéu ranije definiranih izvedenth izraza,
Tako, na primjer, ne dajemo formalnu definiciju osnovnih
pojmova kao 3to su tatka, pravac i ravnina? No dajemo for-

U tom pogledu promijenili su se nazori od vremena Euklida
i njegovih grékih sljedbenika. Oni su definiralli tadku, pravsc i
ravninu., Medutim, njihove »definicije« jedva da su formalne defi-
nicije, veé su prije neka vrsta intuitivnih objainjenja. Dakako
da su takva objanjenia dopustena, a u nastavi su pade i vrlo
pozZelina, .
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»Dobro. Sad mi, molim te, reci rijetima: Sto je PQr«
*PQ je udaljenocst od P do d.«

»MoZe§ 1i sad zadatak izraziti druga&ije? Hajde, formu-

liraj ga lijepo u jasnoj, puncj redenicile
»Konstruiraj tadky P na zadanom praveu e koja je jed-

nako udaljena od zadane tadke F § zadanog pravea di«

»Uodi napradak postignut od prvobitne formulacije do
ove sadas$nje! Prvobitna formulacija zadatka bila je puna re-

4, H:ﬁm:mn&a tehnitkih izraza rezultat je rada u pret-
gmﬁ.o%b. primjeru. Pofli smo od formulacije zadatka u kojoj
su bili izvjesni tehniglki izrazi (parabola, fokus, direktrisa), a

dogli smo najzad do nove formulacije u kojoj tih izraza nema.

Da eliminiramo neki tebni¢ki izraz, moramo znati nje-

govu definiciju. Medutim, nije dovoljno samo je znati, treba

je 1 upotrijebiti, U prethodnom primjeru nije bilo dovoljno -

sjetiti se na definiciju parabole. Odluan je korak bio kad
smo u sliku uveli dufine PF i W@, koje su prema definiciji
parabole jednake. To je tipi¢an postupak. Uvodimo zgodne
elemente y koncepeiju zadatka. Na temelju definicije uspo-
stavljamo veze izmedu uvedenih elemenata. Ako te veze 1t
potpunosti izraZavaju znatenje tehniékog izraza, iskoristili
smo definfeiju, Iskoristivii definiciju tehnitkog izrazd, elimi-
nirali smo taj izraz.

Postupak koji je upravo opisan mogii bismo nazvati:
vraéanie ng definiciju,

Vraéanjem na definiciju nekog tehni¢kog izraza osloba-
damo se tog izraza, a u zamjenu uvodimo nove elemente i
Nove veze, Promjena u nafoj ‘koncepeiji zadatka koja odatle
proizlazi moZe biti vasna. Na svaki ée natin rezultirati neka
nova formulacija, neka VARIJ ACITA ZADATRA., ,

5. Definicije + poznati teoremi, Ako znamo za naziv »pa-
wmwﬁmﬁ L mamo neku neodredenu predodsby o obliku te kri-
vulje, a inade o njoj nista drugo ne znamo, bit ée nafe znanje
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DEFINICIJA,

0¢ito nedovolinoe za rjeSavanje zadatka koii je bic uzet kao
Pprimjer, ili za rjefavanje ma kojeg drugog ozbiljnog geome-
irijskog zadatka o paraboli, Kalvo je znanje za to potrebna?
Naudnu zgradu geometrije mo¥emo smatrati sagradenom
od aksioma, definicija i teorema. Medu aksiomima koji se
bave samo takvim osnovnim izrazime kao #o su tadka, pra-
vac itd. ne spominje se parabola. U ma kojem geometrijskom
dokazu o paraboli, u rjefenju ma kojeg zadatka gdje dolazi
parabola, moramo wupotrijebiti ili definiciju parabole ili neke
teoreme o njoj. Da bismo rijesili takav zadatak, moramo znati
bar definiciju, ali je bolje da znamo jo$ i neke teoreme,
Dakako da ono $to smo rekli za paraboiu vrijedi i za
svalki iZveden pojam. Na podetku rjefavanja nekog zadatks
koji sadr¥i takav pojam ne mosemo jo3 znati §to ée biti bolje
da se upotrijebi: definicija pojma ili nek: tecrem 0 nijemu,
No sigurno je da éemo morati upotrijebiti jedno ili- druge.
Ipak, ima slutajeva gdje ne mofemo birati. Znamo li tek
definiciju pojma i nista vige, prisiljeni smo upotrijebiti defi-
Jiciju. Ne znamo' li mnogo vife od definicije, bit ¢e najbolje
da se vratimo na definieiju. Medutim, ako znamo mnogo
teorema o pojmu i vrlo smo iskusni u njthovej primjeni, ima

izvjesnih izgleda da Gemo posegnutli za prikladnim teoremom

koji sadri taj pojam.

(6. Vife definicija. Kuglina se ploha obitno definira kao

geometrijsko mjesto tadaka koje imaju zadanu udaljenost od

zadane &vrste tatke, (Tafke su sad u prostoru 1 nisu vise’

Vezane ha ravninu.) No, kuglina bl ploha mogla bit] defini-
Tana i kao ploha koju opisuje kruZnica kaq rotira oko svog
promjera. Poznate su i druge definicije kugline plohe, a mnoge
druge sy mogude, ‘

Treba Ii' da rije¥imo “zadatak koji sadr?i neki izveden
Pojam, npr. pojam kugline plohe, ili pojam parabole, a mi se
Zelimo vratiti na definiciju tog pojma, moZemo birati izmedu
razli¢itih definicija. Da 1i e definicija biti prikladna, zavisit
¢e u takvu sludaju mnogo od njenog izbora. .

Na¢i povrSinu kugline plohe. bijae u doba.kad je ic
Arhimed rjefavao velik i te¥ak zadatak, Arhimed je mogao
birati izmedu uprave spomenutih definicija kugline plohe. On
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MALI HEURISTICKI LEKSIKON

Zemo okoristiti razlikovanjem tetiriju faza pri rjefavanju.

Zajsta, viadanje ufenika u reznim fazama posve je memwﬁwu. :

risti¢ho, . .

Nepotpuno rozumijevanje zadatka Nwom s.,mnmoqc:.ﬁm kon-
ceniracije mozda je najéeiéi nedostatak pri rjesavanju N.mgml.
taka. S obzirom na stvaranje plang i postizavanje omommgﬂw
rjeSenja €este su dvije greske, i to m:@wogm.. Neki utenicl
navale bez ikakva plana i opée ideje na radune i wmeﬁdwnzm..
Drugi pak nespretno tekaju na pojavu neke W...Q.m.u.mu a sami-
nifta ne pridonose pospjesenju takve Huou.m<.m. Huﬁ izvravanju
plana najéefée su grefke nemar i pomanjkanje %%:ESS
u kontroliranju svakogs koraka. Vrlo se Zesto uopte ne kon-
trolira rezultat; ulenik je zadovoljan &to ima neki odgowvor,
baca olovku, a najnevjerojatniji rezultat uopée ga ne uzbu-
duje. : - .

Ako je nastavnik postavie Giw:?.s %ummﬁon .wmwﬁw
greSaka, uspjeh ¢e ih mozda izlijediti time da inzistira na
izvjesnim pitanjima tabele,

Evo zadatka koji je srodan tvem, a veé je rijesen! To je

dobra vijest. Zadatak kome veé znamo rjefenje, a u vezi je
5 nasim sadaSnjim zadatkom, svakako u.m." Q.odonOmmo.. Jog je
bolje dofac ako je veza tijesna, a rjeenje umawoﬁmawsmu. Hmn.mm
je vierojatno da ée nam dotiéni zadatak pomoti u rjefavanju
hadega sadadnjeg zadatks. .
oituacija koju ovdije razmatramo Swwmbm.. je i .NSmmﬁ.sw.
P bimmo to jasnc spoznali, usporedit mowao ie 7a situacijom
u kojoj se nalazimo kad radimo s pomoénim Nmm.mﬁwmép. u .o_om
slu€aja cilj nam je rijesiti izvjestan Nmamﬂmw A, i mi E.S&Epo
f razmatramo neki drugi zadatak B u nadi Q.m cemo iz raz-
matranja zadatka B izvuéi neke koristi za rjeSenje @msomm
zadatka A. Razlika je u nafem odnosu prema B, Ovdje nam
je uspjelo da se sjetimo na neki stari Nmmmﬁmwm mwv. kome rje-
Senje znamo, ali jof ne znamo kako da to rjeSenje c%o@.;:mi.
bimo. Tamo nam je pak uspjelo pronaéi- novi ngmﬁmw w“ mi
znamo (i bar &vrsto nasluéujemo) kako treba n@wﬁayuwgﬁ B,
ali io§ ne znamo kako da ga rijedimo, .m<m razlika izmedu
dviju situacija jest u na%oj tefkoéi s obzirom na N.mamﬁmw B.
Kad je ta tefkota sviadana, mofemo u aba sluéaja B upo-
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QﬁZ.mewabOEb

trijebiti na isti nadin, MoZemo primijeniti il rezultat ili me-
todu (kako je to objainjenc u dlanky POMOCNI ZADATAR, 3),
a u povoljnom sludajii mo¥emo primijeniti i rezultat i me-
todu., U situaciji koju ovdje razmatramo znamoe kako se
rjeSava zadatak E, ali ne znamo jo¥ kako da to upotrijehimeo.
Zato pitameo: Moged 11 ga upotrijebiti? Mofes I3 primijeniti
njegov rezultqt? MoZes 1i primijeniti metody kojom je toj
zadatok rijefen? . .

Nastojanje da upotrijebimo neki stari, veé rijefeni zada-
tak, utjede na nasu koncepciju novog zadatka., PokuSavamo
1 povezati oba zadatka, stari i novi, uvodimoe u novi zadatak
elemente koji odgovaraju izvjesnim vainim elementima sta-
rog zadatka. Uzmimo da je na¥ zadatak: odrediti kuglu koja
je opisana zadanom tetraedru. To je stereometrijski zadatal.

Zatim éemo ge sietiti da smo u planimetrijskom zadatky
upotrijebili simetrale siranica trokuta. Razhorito Je 2ko poku-

w

pomaéne elemente uvedemo simetralne ravnine tetraedrovih
bridova. Pomoéy te ideje lako éemo - analogno planimetrij-
skom — rijeiti stereometrijski zadatalk,
Prethodni je primjer tipidan, Razmatranje srodnog za-
datka, koji je ranije rijefen, vodi nas do toga da uvedemo
neke pomoéne elemente, a uvedenje zgodnib pomoénih ele:
menata omoguéuje nam da u riefavanju danog zadatka pot-
buno iskoristimo srodan zadatak. Za takvim efekiom teZimo
kad, razmifljajuéi o moguénosti upotrebe srodnog, veé rije-
Senog zadatka, pitamo: Ne bi i3 uveo reki pomoéni element,
da uzmognes upotrijebiti taj zadatqk?
’ Evo  teorema koji je srodan tvom, a veé je dokazan!
Ovakva verzija nafe napomene potkrijepljena je pbrimjerom
u§ 19. S _
Generalizacija je prijelaz od razmatranja jednog objekta
k razmatranju skupa koji sadri taj objekt; ili prijelaz od

razmatranja nekog uZeg skupa Ik razmatranju Sireg skupa
koji obuhvaéa usi,
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MALI HEURISTICKI LEESIKON

poboljfati kad bi se bolje shvatila narav heuristifkog mislje-
nja, kad bi se i njegove prednosti, i njegove granice iskreno
priznale, i kad bi udfbenici heuristitke dokaze otvoreno izno-
8ili kao takve, Heuristidki izvod, iznijet, ukusno i igkreno,
moZe koristiti. On moze pripremiti egzaktan dokaz, kojega
izvjesne klice on obidno i sadrsi Medutim, heuristigki izvod
vierojatno ée samo fkoditi ako se iznosi dvosmisleno, s odi-
tim krzmanjem izmedu stida i preuzetnosti. Vidi élanak
CEMU DOKAZI?

Heuristika ili »ars inveniendi« bio je naziv za izviesnu
diseiplinu koja nije bila najjasnije definirana, a pripadala je
logici, ili filozofiji, ili psiholegiji. Ona je bila &este sumarno,

a rijetko kada detaljno prikazivana, a danas je gotovo zabo~,

ravljena. Cilj je heuristike da studirs metode i pravila otkri-
vanja i1 pronalazenja, Neke tragove takva studija nalazimo

ve¢ kod Euklidovih komentara. U tom ie pogledu oscbity

interesantno jedno mijesto kod PAPUSA. Najpoznatija nasto-
janja da se izgradi sistem heuristike velja pripisati DESCAR-~
TESU i LEIBNIZU [Lajbnic], koji su obojica bili i veliki mate-
maticari i veliki filozofi, Bernard BOLZANO dao je o heuri-
stici znaajna detaljna obavjestenja. Ova je knjiZica pokusaj
da se heuristika o¥ivi u modernoj, skromnoj formi, Vidi &lanak
SUVREMENA HEURISTIKA.

Pridjev »heuristitkic znadi: »koji sluzi otkrivaniux.
] ] ]

Indukeiia i potpupa dukeija. Indukeija je metoda kojom.
" otkrivamo opée zakorie promatranjem pojedinaénih sludajeva

i njihovim kombiniraniem. Upotrebljavamo je u svim na-
ukama, pa i u matematici, Potpunu indukeiju upotrebljavamo
samo u matematicl, i to da bismo dokazali teoreme izviesne
veste, Prilitne je nezgodno Sto su nazivi sliéni, jer jzmedu
obaju postupaka (tj. izmedu indukeije i potpune indukcije)
postoji tek vrlo neznatna logi¢ka povezanost. No postoji ipalk
izvjesna prakiidng veza; Cesto ‘upotrebljavamo obje metode
zajedno. Razjasnit éemo ih obje na istem primjeru.

1. Slugajno mofemo zapaziti da je
. 1+8+4+27 +64 =100
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INDUKCIJA I POTPUNA INDUKCIJA

Prepoznavii ovdje kubove i kvadrat, mofemo ¢injenici koju

Smo zapazili dati zanimljiviji oblik:

18428 + 3% 4 43 — 102
Odakle tako 3to? Defava 1i se testo da je takva suma uza-
stopnih kubova kvadrat? .

Pitajuci tako, postupamo kao prirodoslovae koji, impre-
sioniran nekom nechi®nom biljkom ili nekom neobifnom geo-
lofkom formacijom, postavlja opcenito pitanje. Nage opéenito
pitanje bavi se sumom uzastopnik kubova

13233 s
Do tog pitanja doveo nas je »specijalni sludaj« n — 4, .

Sto da ulinimo u vezi s nadim pitanjem? Ono &to bi
ufinio prirodoslovae: mofemo istrazivati i druge specijaine -
slutajeve. Specijalni slutajevi n = 2, 3 jo¥ su jednostavniji.
Naredni je sluaj n = 5. Radi jednolikesti i potpunosti dodat
éemo i sludaj n = 1. Poredamo 1i lijepo sve te slutajeve, kao
8to bi i geolog poredao svoje primjerke odredene rude, dobit
¢temo ovu tablicu:

1 = 1= 1
1+38 — 9= 3
148427 = 36 = 62
1+ 8-+ 27 + 64 = 100 = 10

1+8+27+64 + 125 = 225 — 152
Tedko bi se dalo pomisliti da su sve te sume uzastopnih

kubova samo pukim sludajem kvadrati. 1 sli¢hom bi sludaju

prirodoslévae vrio malo sumnjao u valjanost opéeg zadkona
koji se nazreo specijalnim sludajevima promatranim ranije,
Opéi- je zakon indukeijorn gotovo dokazen, Matematizar se
izraZava nesto opreznije, iako u biti razmiilja jednako. On bi
kazao da ham se indukcijom sna¥no namede ovaj teorem:
Suma proih n kubova je kvadrat,
2. Dodli smo do toga da nasluéujemo znadajan, malko

tajanstven zakon. Za%to da te sume uzastopnih kutova budu
kvadrati? A odito jesu kvadrati.

Sto bi radio prirodoslovac u takvoj situacii? Nastavio bi
da ispituje svoju slutnju. Pri tome moze krenuti raznim pu-
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koja .UEWmNE.m sludaj . 7 =4) izlomljenom criom na dvije
Woyoﬁsm. Svaka je od tih polovina sstepenasta« i ima pove-
Sinu I1+2+... 45 74 n =4 povriina je 1+2+3+4
(vidi sl 11.h). Povriing Citavog pravokutnika je n(n 4+ 1),
»Stepenagtic lik je polovina. Time je formula dokazana,
Rezultat koji smo debili indukcijom moZemo sad pre-
inaditi u
12
P2+ 4 . g | 2T
2
9. Nemamo 1i nikakvih idefa o tome kako da dokaZemo
wmw.c.ﬂnmﬁ moZemo ga bar provieriti. Uzet femo prvi sludaj,
koji jo§ nismo ispitali, n = 6. Za ty vrijednost formula pre-
lazi u -
6 - .ﬂ 4
H+m+mq+mm+ymm+5mﬂ _—
: 2

$to nakon izratunavanja na Objema stranama daje 441.
Formulu mofemo jos uspjednije ispitati. Formula je vrlo

Smo je malo prije napisali, moralo bi biti i

§+c?+£ﬂ

I..WMI-.J.II".\‘lI...
Ovo éemo jednostavno kontrolirati. Oduzmemo 1 og ove
posijednje formule opu prijasnju, dobit éemo

§+:fuis+c§+sgﬁﬁ:§+:ﬂ

:+m?¢ﬂ+.:+a@;¢+cﬁﬂ%

2 2
Tu je kontrola laka, Desnu stranu mozemo pisati kao
412 +1.2
Aflfuvﬁﬁsrrmvmrlﬁmuﬂﬂs ! mzm+gz+m.;{aJH
2 ‘ Vo2 A
n + 1)2
= & . ) $:+&HA3+CM§+CH?.TCw

66

INDUKCIJA T POTPUNA. INDUKCITA

Nasa formula, pronadena eksperimentalno, izdriala je Zivotnu
kusnju, - .

Razjasnimo potpuno Ito znadi ta kufnja. Mi smo ne-
sumnjivo dokazali da je

_§+§uﬁ§+c§+5ﬁlﬁﬁ+cﬂ
2 2
Jo8 ne znamo da 1i vrijedi

:+%+%+:.+%nﬁ

2

No ake bizmo znali da io jest ispravno, mogli bismo nakon
zbrajanja s jednako¥éu, koju smo nesumnjive dokazali,
zakljuéiti da je

7 (n -+ .»_;m

B2+ 3 4 L4 1p =

§+c§+3ﬂ
2

. tukoder ispravno, a to je upravo tvrdnja za naredni cio broj

n+ 1. Mi znamo, medutim, da nafa slutnja zaista vrijedi za
n=1,2, 8 4,5, 8. Zhog ovoga ¥to smo netom kazali mora
slutnja koja vrijedi za n — @ vrijediti 1 za n=17; ako wvri-
jedi za » = 7, mora vrijediti i za n = 8; vrijedi 1i za n — 8,
tada vrijedi i za n = 9'itd. Ona vrijedi za sve n: opéa valja-
nost je dokazana,

6. Prethodni dokaz mose da poslu#i kao ogledni primjer,
obrazac za mnoge sliéne sluajeve. Koje su bitne crte tog
obrasca?

Tvrdnja koju valja dokazati treba da je unaprijed dana
U preciznom obliku, :

Tvrdnja treba da se odnosi na cio broj n.
Tvrdnja treba da je dovoljno »eksplicitna« kako bismo

Eommwmw#mﬁomﬁmumﬁ <m:mwwwiﬁwamwmwzoa35m5mmm&m
cio broj n + 1. ,

Uspije 1i nam to ispitivanje, moéi éemo na temelju isku-
stva, stefenog u toku ispitivanja, zakljuditi da neka tvrdnja
mora vrijediti za n + 1 ako vrijedi za n. A kad stignemo dotle,
dovoljino nam je znati da tvrdnja vrijedi za n = 1; odavle’
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@ﬁmimﬁmmmommwbmmg cwoﬁwmwmmdw&c.Zovwmmsmwowmwzﬁwn
jevanje ne moge posti¢i ako u svom viastitorn radu ne naide
ha onaj postupak #to ga bitanje nastoyi izazvati i ako, do-
Zivievdi korist tog pitanja, sam ne otkrije kako se pitanje
Zgodno upotrebljava, .

Inteligentan rjegavag zadataka treba da je spreman da
postavi svako pitanje iz tabele, no neka ne postavi ni jedno
jedino ako na to ne bude potaknut pompim razmatranjem
dotitnog zadatka i svojim viastitim nepristranim prosudiva-
njem. On treba zapravo sam da spozna da li njegova sadadnja
situacija dovoljno nalikuje ili ne nalikuje nekoj drugoj situ-
aciji u kojoj je vidio da se Pitanje uspjesno primijenilo.

Inteligentan rjelavaé zadataka prije svega nastoji da
zadatak shvati #to potpunije i o jasnije. Medutim, samo
razumijevanje nije dovoljno. On treba da se na zadatak kon-
centrira i da ozbiljno te3i za rieSenjem. Ako nije moguée da
Se U njemu pojavi istinska teinja za otkritem rjeSenja, bit ée
bolje da se zadatka okani. Sva tajna stvarnog uspjeha jest;
baciti svu svoju Iicnost u zadatak.

Ispitaj svoju slutnju! Tvoja slutnja moZe biti tatna, ali
je ipak nerazborito slutnju uzimati za dokazany istinu — kao
Sto Cesto dine primitivai ljudi. Tvoja slutnja mole biti i po-
grefna. No jednako je nerazborito ne obazirati se uopte na
slutnju — kao sto katkad gine pedantni ljudi, Izviesne slutnje
zavreduju da ih ispitamo i uzmemo ozbilino. To su one koje
nam padaju na um pofto smo pazljivo razmelrilioj stvurio
razumjeli neki zadatak za koji smo se iskrens zainteresirali.
Takve slutnje sadrie obitno bar dijelak istine, iako — dakaio
— rijetke kad pokazuju &itavu istinu, Medutim, ako na Zgo-
dan nagin provjerimo takwvu slutnju, ima izgleda da izvu-
Cemo &itavu istinu. .

Mnoge slutnje pokazale su se dodue kao pogreine, ali
Su usprkos tome bile korisne jer su dovele do neke holje
slutnje. :

Nijedna ideja nije stvarno lo¥a ako nismo nekritigni.
Stvarno je lofe: ne imati uopée ideje,

1. Nemoj tako! Evo tipine prite o Petru Pavioviéw,
Pavlovié radi u uredu, Nadao se skromnoj povidici place, ali
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se u toj nadi, kako desto s nadamasa ‘biva, razotarao. Plate
nekih njegovik kolega bile su povidene, no E.mmo<m. ne. Hummuow
vié to nije mogao mirne primiti. Izjedac se sve vise 1 vife i
najzad je posumnjao da je direkior Horvat kriv #to nije
dobio povigicu,

Mi ne moZemo Pavioviéa prekoravati zato §to ga je cbu-
zela ta sumnja. Zaista su postojale neke indicije koje su uka-
zivale na direktora Horvata. Prava pogredka gm. um u tome
5to je Pavlovié, nakoen #to je posumnjao, Hu.omﬁmo.mEm@ za gve
znakove kofi su pokazivali u nekom drugom smjeru, N.mWo@m.o
se u Cvrsto uvjerenje da mu je direktor Eo?‘md. me. nepri-
jatelj i ponaSao se tako glupo da mu je gotovo i uspjelo di-
rekiora uéiniti svojim neprijateljem. ,

Nevolja je u Pavloviéevu sludaju to ¥to se ponafa meo
vefina nas. On nikad ne mijenja svoje vaZnije nazore. Manje
vaina mi$ljenja mijenja nerijetko, i to sasvim MNSo.S.m@m. Eml
dutim, nikad ne sumnja u svoje mifijenje, dok ga ima, UHF
ono vazZnije ili manje va¥no. On nikad ne sumnja u mqoum.ﬁ
mifljenja, ne razmatra ih, niti ih kriticki Hm?ﬁz.umw” Kad .UH
Trazumio 5to znaé kriti¢ko ispitivanje, on bi ga narodito mrzio.

Priznat éemo da je Pavlovi¢ donekie u pravu. Vrlo je
zaposlen, ima dufnosti 1 v uredu i kod kuée. Ow ima swmwo
vremena za skepsu i ispitivanje. U najpoveljnijem mfomﬁuc
mogao bi preispitati samo nekoliko svejih cﬁ.mamﬂm. Pa Nm.mﬂo
da posumnja u jedno kad nema vremena da Mmmﬁmmu ;mﬁ ngsu_ﬁ

Ip2k, nemoj raditi kao Pavlovié! Ne -dopusti . da: tvoje.

o ‘sumnje, slutnje, nagadanja — bez ispitivanja ~- narastu to-

liko da postanu neiskorjenjive! U svakom mEm&.ﬁ“ u ﬁm.oﬁm.\n.;
skim ¢e stvarima nekrititko primanje Stetiti i najboljoj ideii,
dok Ce ona uz krititko ispitivanje cvjetati.
. 2. Matematidki primjer. Izmedu svih Eetverokuta zadana
opsega nadi onaj koji ima najveéu povrsinu!

Sto je mepoznato? Jedan tetverokut.

Sto je zadano? Zadan je opseg tetverokuta,

Kako glusi uvjet? Povriina traZenog mm?mwowz.ﬁm treba
da je veéa od povriine bilo kojeg drugog &etverokuta jednakog
opsega,
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MALI HEURISTICK] LEKSIKON

pri fom dokaz tog teorema) i nastavijamo s dokazom teorems -

A. Takav teorem B smo pretpostavili, i on je pomoéni teorem
za originalni teorem A. Ovaj mali primjer je priliéno tipitan
1 objadnjava danainje znatenje rijedi »lema«.

MoZes li iz zadanih podataka izvesti ¥to korisno? Pred
hama je nerijefen zadatak, otvoreno pitanje. Treba da potra-

Zimo wvezu izmedu zedanog i nepoznatog. S5vo] nerijesen za-

datak mo¥emo shvatiti kao otveren prostor izmedu zadanih
podataka i nepoznanice, kao neki jaz §to ga valja premostiti,
Gradnju mosta mogemo zapodeti 1 5 jedne i s druge strane, i
od nepoznanice i od zadanih podataka.

Promotri nepoznanicu! nastoj sjetiti se nekog tebi Do-
znatog zadatke koji sadrsi istu il sliény nepoznanicu! Tu
Nam se sugerira da zapofnemo od nepoznanice,

B

_Pe

o‘
C
gl 12, _

Promotri zadane podatke! MoZef Ui iz zadanih podatake
izvesti §to korisno? Ty nam se sugerira da zapofnemo od
zadanih podataka. ‘ S

Cini se da je obifno bolje zapogeti rasudivanjem kod
nepoznanice (vidi: PAPUS i RADITI NATRASKE). No i
druga moguénost, pofetak od zadanog, ima izgleda na uspjeh.
Cesto valja pokudati E.Eomﬁgoﬂ, bPa ona zavreduje da je
ilustrirameo,

Primjer. Zadane su tri tagke: A, B, C. Tatkom A treba
bovuci pravac koji je jednako udaljen od B i C.
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MOZES LI KONTROLIRATI REZULTAT?

Sto je zadano? Tri tatke A, B, C; svojim polofajem. Na-
crtajmo sliku koja prikazuje zadane elementel (S1. 12

Sto je nepoznato? Jedan pravac,

Kako glasi uvjet? TraZeni pravac prolazi tatkom A, a
lzmedu tataka B i C prolazi tako da je jednako udaljen od

tih tafaka. Mi éemo gpojitl nepoznanicu i zadane elemente na

Pl

Sl 13.

slicl koja prikazuje tra¥ene odnose (sl. 13). Nasa mE.Wm_ iza~
‘zvana definicijom udaljenosti tadke od pravea, pokazuje prave
kutove, koji su sadrzani u toj definiciji.

~ 8

C

Sl 14

Slika je, kakva je nacrtana, jo¥ sprevife praznac. Zm.ﬁo:
znat pravac jo$ nije dovoljno povezan sa zadanim m%mﬂms&ygm
A, B, C. Na slici je potrebna jo& neka pomoéna linija, neki
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MALI HEURISTICKI LERSIKON

vlastito ni znanje nagih udenika, ne mode temeljiti samo na
formalnim dekazima, Ake se. tu uopée radi o solidnom Znanju,
ono ima $iroku eksperimentalny bazu, a ta se baza prodiruje
svakim zadatkom kojemu je rezultat uspjefno provieren.

MoZe3 1i rezultat izvesti drugaéije? Ako je dobivenc rje-
Senje dugo i zamrienoc, bit e posve Prirodno nase naslyéi-
vanje da postoji neko jasnije rieSenje koje nije toliko zaobi-
lazno: MoZes 1 rezultat izvesti drugadije? MoSef 1 ga Hoditi
a4 prot pogled? No ako nam je 1 uspjelo nad zadovoljavajude

Dva dokaza bolja su od jednog. »Bolje vide dva oka nego
jedno.«

1. Huisﬁ.mﬁ Treba odrediti povriinu P piadta uspravnog
krnjeg kru¥nog stofca kome su polumjeri baza R, r, avisina v.

Ovaj zadatak mo%e se rijediti na razliite nadine. Na pri-
mier, mi vjerojatno znamo formulu za plagt potpunog stodea.
Buduéi da krniji stozac nastaje ako od nekog stodca odsije-
gemo manji stoZac, njegov je plast jednak diferenciji dvaju
plasteva potpunih stoZaca; preostaje samo da se oni izraze 1
velitinama R, r, ». Provedemo 1i $to smo zamig) dobivamo
napekon formuly

P = (R T 1) \VAR — )2 £ o2

Dogavii na ovaj ili onaj na&in poslije duljeg rafunanja do

tog rezultata, poZeijet éfemo jasniji izvod, koji nije toliko
zaobilazan, MoZe$ li rezultat izvest; drugadije? MoZe¥ Ui ga
uoditi na proi pogled? .

Zelimo 1 &itav ovaj rezuliat sagledati intuitivno, podet

temo s nastojanjém da zahvatimo geomeirijsko znatenje po-

jedinih njegovih diielova. Tada éemo ustanoviti da je
VB =7+ o
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MOZES L1 REZULTAT IZVESTI DRUGACGIIE?

duljina izvodnice. {Izvodnica je krak jednokokradnog trapeza
koji rotacijom oko svoje simetrale daje krnji stozac; vidi sl
15.) Zatim ¢emo otkriti da je '
2aR+25qr

2
aritmetifka sredina opsega obiju baza toga krnjeg stosca.

Razmatrajuéi ovaj dio formule, bit ¢emo mo¥da ponukani da
ga hapiSemo u obliku

aR+ 1) =

Sl 15,

AR =g

a-to je opseg srednjeg presjeka rnjeg stofca. (Srednjim pre—
sjekom zovemo ovdje presjek krnjeg stodca raviinom koja je
paralelna s objema bazama, a raspolavija visiny toga krnjeg
stolea.)

Pojte smo nafli nove interpretacije ragliditih dijelova.

mowgﬁmhﬁommgommmmwméc mowgizwmmgmﬁmﬁ.s drugom
svietlu. MoZemo je Sitati ovako: L o

povriina = opseg srednjeg presjeka X izvordniea.
Ovdje éemo se podsjetiti pravila za trapez:
povriina = srednjica X visina,

79
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MALI HEURISTICK? LEKSIKON

Zadane su pravokutne koordinate (%1, Y1 23), (T Y 2)
-dviju tadaka u prostory. Odredi udaljencst tih tagakal

Ove zadatke rjelavamoc lake jer se oni jedva razlikuju
od prvobitnog zadatka kome rjefenje znamo. U svakom od
tih slufajeva dodajemo tom prvobitnom zadatku neki novi
pojam, kao: opisana kugla, piramida, pravokutne koordinate.
Ovi se pojmovi lako dodaju i opet lako uklanjaju, pa ako ih
se oslobodimo, nailazime opet na svo] prvobithi zadatak i
oslanjamo se na nj.

Zadaci koje smo upravo naveli interesantni su u izvije-
snom smisiu jer .su interesantni oni pojmovi koje uvodimo u
prvobitni zadatak. Posljednji zadatak o udaljenosti dviju ta-
Caka, zadanih svojim koordinatama, dapaée je osobito vazan,
jer su pravokutne koordinate csobito vaZne.

3. Evo jo§ jednog zadatka koji moZemo lako rijediti ako
znamo rjefenje svog prvobitnog zadatka: Zadane su duljina,
8irina 1 dijagonala kvadra; tra#i se visina.

Bit rjeSenja prvobitnog zadatka sastoji se u stvari u tome
da se uspostavi veza izmedu detiri velidine, tj. izmedu tri
dimenzije kvadra i njegove dijagonale. Ako su zadane ma
koje tri veliine od te tetiri, moZemo iz te veze izradunati
¢etvrtu. Tako moZemo rijediti nag novi zadatak, '

Na ovom primjeru vidimo kako éemo iz jednog, veé rije-
fenog zadatka izvesti nove, lako rjesive zadatke: prvobitnu

- Nepoznanicu smatramo kao zadanu velidinu, a jednu od prvo- ‘
bitmo zadanih-velitina kao nepozratu, Relacija Koja povezaje ”
nepozianicu 1 zadane podatke ista je i u starom i 1 fovom

zadatku., Ako smo fu relaciju prona%li u starom zadatku,
moZemo je upoirijebiti i u novom.

Ovaj pustupak, gdje se novi zadaci- izvode izmjenom
uloga, posve je razlitit od postupka, opisanog pod 2.

4. Izvest éemo sad neke nove zadatke drugim sredstvima.

Prirodna generalizacija naleg prvobitnog zadatka je ova:
Nadi dijagonalu paralelepipeda ako su zadana tri brida koja
izlaze iz iste krajnje talke te dijagonale i tri kuta izmedu ta
tri brida!

Specijalizacijo daje zadatak: Kolika je dijagonala kocke
kojoj je zadan brid?

“
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MOZES LI ZADATAR DRUGACIJE I1ZRAZITI?

Analogija nas moZe dovesti do neiscrpne raznolikosti za-
dataka. Evo nekoliko zadataka koji su izvedeni iz onih #to
smo ih razmatrali pod 2: Nadi dijegonalu pravilnog oktaedra
kome je zadan brid! Xoliki je polumjer kugle opisane pravil-
nom tetraedru zadana brida? Zadane sy geografske koordi-
nate (duljina i Sirina) dviju tafeka na povrdini Zemlje (koju
¢emo smatratl kuglom); odredi sfernu udaljenost tih tadaka!

Svl su ti zadaci interesantni, ali se samo zadatak dobiven
specijalizacijom moZe rijefiti neposredno na temelju rjefenja
prvobitnog zadatka. ,

3. Iz danog zadatka mo¥emo izvodiii nove zadatke i tako
da izvjesne elemente u danom zadatky smatramo promjenlji-
vima. :

Jedan specijalni sludaj zadatka, spomenutog pod 2, bio
bi: odrediti polumjer kugle koja je opisana kocki zadana
brida. Smatrat éemo kocku i srediste (zajednitko kocki i
kugli) évrstima, a polumjer kugle éemo varirati. Ako ie polu-~
mjer malen, kugla ée biti sva.u kocki, Raste 1 polumjer,
kugla ¢e se Sirit: (kao balon kad ga napuhavamo). U izviesnom
momentu kugla te dodirnuti kockine plohe, neito kasnije njene
bridove, a jo§ kasnije kuglina pioha projazit ée vrhovima kocke,
Koje vrijednosti poprima polumjer u ta tri krititna momenta?

6. Matemati¢ko iskustvo udenika bit ée nepotpuno ako
mu se nikad ne pruZi prilika da rjefava zodatke koje je sam

fenog zadatka izvode novi zadacii time pobuditi radoznalvst
svojih uéenika. No, izvjestan dio otkriéa moe im prepustiti,
Na primjer, govoreéi o rastefljivoj kugli (koju smo razma-
trali pod 5), nastavnik mo¥e pitati: »Sto biste tu izratunali?
Koja je vrijédnost polumjera osobito interesantna?«

MoZes li zadatak drugadije izraziti? Moze¥ Ui ga izraziti

. Jo¥ nekako drugddije? Cilj ovih pitanje jest prikladna VARI-

JACITA ZADATKA.
Vrati se nu definicije! Vidi: DEFINICLIA.

Mudrost u posiovicama. Rjefavanje zadataka osnovna je
ljudska alktivnost. Zaista, nafe svjesno mifljenje preteino se
bavi zadacima. Ukoliko se ne predajemo pustim snovima ili
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" MALI HEURISTICKI LEKSIKON

ispitivati jedan detalj za drugim. Zrno do zrng bogaeda. Kisa
pada kapljicama, o napada lokvicam,

Provodeéi svoj plan, moramo paziti da svoje korake po-
redamo u pravilnom redoslijedu (koji je esto upravo suprotan
redoslijedu pronalaZenja). Poredom se i u vodenici melje, Ne
hasni rad gdje nije red. ,

4. Osvrt na gotovo rjeSenje vaina je i poutna faza rada.
Misli su posljednje vazdg bolje. Uvele se dan hvoli.

Provjeravamo H rj eSenje, mo¥emo otkriti neku naknadnu
potvrdu rezultata. Poetnika valja upozoriti da je taikva
naknadna potvrda vrijedna, da su dva dokaza bolja od jednog.
Bolje vide dva oka nego jedno. Sto je vide jaja, to je guida

dorba. S jednim fidekom ne ide se boj.

5. Napemene poslovica o riefavanju zadatzka nigu time
nipodio iscrpene. Ipak, mnoge druge poslovice koje bismo
mogii navesti jedva bi dale neke nove teme, veé bi samo
varirale netom spomenute teme. leviesne sistematitnije i
suptilnije aspekte rjefavatkog procesa smudrost u poslovi-
cama« neée obuhwvatiti, . ’

Opisujuéi  sistematidnije aspekte rjefavanja, autor je
katkad nastojao da se povodi za jednim narofitim stilom po-
slovica, 3to nije lako. FEvo nekih »sinteti¢kihe« posloviea koje
opisuju ponefto suptilnije stavowve:

Svrha inspirira sredstva.

Pet tvojih najboljih prijatelja jesu: &to, Zagto, Gdje, Kada -

I Kako. Ti pita§: Sto?, pitad: Zasto?, pitag: Gdje?, Kada?,
Rako? Ne pitaj nikog drugog sko 1 jé potreban savijet

Ne vjeruj nidemu, ali sumnjaj samo u ono &to je ﬂ&ogﬁa
sumnje! .

Pogledaj oko sebe kad si nafao svoju prvu gljivu, kad

&l ufinio svoje prvo otkriée! Rastg u hrpama.

ZmowﬂmHmewzm<Mmm_mbHWm.Qem% Nmoaﬁmcmapxm.ﬂxww&u
OZNAKE, B - : .
Napredak i dostignuée. Jesi 1i Zto napredovao? Sto si
bitno ve¢ postigac? Takva pitanja postavljat éemo sami sebi
kad rjefavamo zadatal, ili sh pak moZemo postavljati udeniku
¢iji rad nadziremo. Mi smo navikli da na taj naéin u kon-
kretnim sludajevima — menje ili vife sigurno — prosudujemo
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napredak i dostignuée. Korak od takvik keonkretnih slucajeva
do opéenitog opisa nipofto nije lak, No moramo ga ipak po-
duzeti ako Zelimo- da nam studij heuristike bude donekle
potpun. Potrebno je razjasniti u éemu se opéenito sastoji
napredak i dostighuée u rjefavanju zadataks. )

1. Da bismo rijedili neki zadatak, moramo nesto znati ¢ do-
titnom predmeiu, moramo izabrati potrebne detalje iz svog

-znanja keje postoji, ali na poetku miruje, pa te detalje sa-

kupiti, Nafe shvaéanje zadatka mnogo je bolje na kraju nego
na potetku. Cime se ono poveéalo? Onim Sto smo uspjeli
izvuéiiz svog paméenja. Da bismo dosli do rjefenja, morameo se
sjetiti raznih bitnih &injenica. Radi 1 se o matematitkom
zadatku, treba da se sjetimo rijeSenih zadataka, poznatih
téorema i definicija. Za ovo izvlagenje potrebnih elemenats
iz rage memorije mogli bismo uzeti naziv mobilizacija.

2. Medutim, da bismo rijegili zadatak, nije dovoljno, da
se samo sjetimo izoliranih &injenica, da ih samo sakupimo. Mi
oramo te &njenice i spajati, kombinirati, a to kombiniranje
mora biti dobro prilagodenc danom zadatku. Riefavajuéi ma-
temati¢ki zadatak, moramo dakle smisliti takav dokaz, takav
tzvod, koji ée sakupljeni materijal povezivati u dobro uredeny
cjelinu. Ovo prilagodivanje i kombiniranje mogli bismo na-
zvati rijeéju organizacija.

3. Mi zapravo nikad ne mo¥emo stvarno odvojiti mobili-
zaciju od organizacije, Ako na zadatku radimo sabrano, pod-
sjefamo se samo onih Cinjenica koje su manje-vide povezane

£ nafim ciljem, i ne treba nista drugo nego da povefemo i

- organiziramo materijal #to smo' ga sakupili i mobilizirali.

Mobilizacija i organizacija samo su dva aspekte istog slo-
Zenog procesa. Taj proces ima jo¥ i mnoge druge aspekte,

4. Jedan od tih drugih aspekata napretka u nafem radu
je taj da se mijenja nela koncepcijo. Obogacena svim onim
materijalom o smo ga sakupili, zadatknu prilagodili { u za-
datak uklopili, nada je koncepcija zadatka na kraju mnogo
Pbotpuniia nego na podetku. U Zelji da od svoje podetne kon-
cepeije zadatka dodemo do primjerenije i uredenije, poku-
Savamo razna stajali$ta i razmatramo zadatak sa svih strana.
Bez VARIJACIJE ZADATKA jedva éemo moéi napredovati.
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MALI HEURISTICKI LERSIKON

zadatka. Ovo potonje veé¢ si bio pokugao pitanjem: Znaf Ui
neki srodni zadatak? _
Preostala pitanja u onoj alineji nase tabele koja pofinje
s naslovom ovog Zlanka imaju zajedniéki cilj, a taj je VARI-
JACITA ZADATKA. Ima raznih nadina da se to postigne:
GENERALIZACIJA, SPECIJALIZACIIA, ANALOGIJA i dru-

gih, koje nam daje rammoliko RASTAVLIANJIE I SASTAV- "

LJANJE. :

Odiuénost, nada, uspjeh. Pogredno bi bilo misliti da je
rjeSavanje zadataka dista »stvar intelekia«, Vazna je odlus-
nost i osjeéajni momenti. Miitava volja i trom pristanak da
se nefto malo uradi mogu biti dovoljni za neki %ablonski
zadatak u razredu, No, za rjeSavanje ozbiljnog naudnog pro-
blema potrebna je snaga volje' koja je sposobna izdr¥ati
godine naporna rada i gorkih razodaranja.

1. Volja koleba jzmedu nade i ofajanja, izmedu zado-
voljstva i razo¢aranja. Lako je i& dalje kad se nadamo da
¢emo ubrzo naiéi na rjefenje, ali je tegko istrajati ako ne
vidimo nikakav izlaz iz te$koéa. OduSevljeni smo ako se nafe
predvidanje obistini. Utudeni smo kad vidimo da je odjednom
blokiran put kojim smo il dosta pouzdano. Nasa se volja
taka uskoleba. , ,

»I1 n’est point besoin espérer pour entreprendre ni réussir
pour persevérer.« »I bez nade mo3ed poduzimati i bez uspjeha
ustrajati.« Tako govori Svrsta volja, Cast 1 duZnost, plemenit
Covjek u plemenitoj stvari. Ipak, odlugnost te vrste ne bi-bils
dovoljna za nauénog radnika kome trebs nefto ‘nade Pu:da
zapoine rad i nefto- uspjeba da ga nastavi. U naudnom
Je radu potrebno da se odludnost mudro raspodijeli prema
izgledu na uspjeh. Ne @H.wsmu. se zadatka ako nije na nelki
nacin interesantan; laii se posla ozbiljno ako ti zadatak iz-
gleda insiruktivan; a baci se na posao svim Zarom ako za-
datak mnogo obetaval Ako si sebi postavio ecilj, ustraj pri
njemu, ali ga nepotrebno ne oteZavaj! Ne preziri sitne uspjehe,
vet ih, naprotiv, tra%i: Ne mofes li rijediti postavljeni zadatalk,
pokudaj najprije rijediti neki srodni zadatak!

2. Ako utenik &ini zaista besmislene grube pogreske ili
Je ofajno spor, nevolja je gotovo uvijek u istom: udenik uopée

90

m .. problemu nepoznanica jest: izvjestan . potez ‘Sahovskom fig
7 rom.'U nekim zagonetkama nepoznanica jest: jedna rije¢. U

znanica jest: geometrijska figura.

s

.OUNMUWHEH ZADACI I DOKA%NI ZADACI

nema volje da rije$i zadatak, ne nastoji éak ni da ga pravo
shvati, pa ga i ne shvatl. Stoga nastavnik koji ozbiljno hoée
da pomogne svom ueniku treba prije svega potaknuti nje-
govu radoznalost i pobuditi u njemu neku ¥elju za rjeSavanjem
zadatka. Uceniku treba dati i nedto vremena da se sabere i
odiuéi za pofetak rada. :

Utiti nekog kako se rjefavaju zadaci znadi i odgajati mu
volju. RjeSavajuéi zadatke (koji ne smiju biti prelagani), ude-
nik udi da ustraje i usprkos neuspjehu udi cijeniti i sitna
napredovanja; udl &ekati bitnu ideju i koncenirirati se na nju
svim svojim snagama kad se ona pojavi. Ako ulenik u Skoli
nije imao prilike da iskusi razne osjetaje u borbi za irjefenje,
tada je njegov matematidki odgoj promadio u onom pogledu
kaji je Za Zivot najvazniji.

Odredbeni zadaci i dokazni zadaci. Povuéi éemo paralelu
izmedu ove dvije vrste zadataka. :

L. Cilj je »odredbenog zadatka«: odrediti izvjestan objekt,
nepoznanicu zadatka. _

Nepoznanicu nazivamo joi i nepoznatom velidinom, tra-
Zenim objektom. »Odredbeni zadaci« mogu biti teorijski i
praktiéni, apstraktni i konkretni, ozbiljni zadaci ili tek Zago-
netke. Mi moZemo traziti svakakve nepoznanice; mofemo na-
slojati da pronalazimo, dobivamo, stjefemo, proizvodimo, kon-
struiramo sve vrste objekata koje se dadu zamisliti. U de-
tektivskom romanu nepoznanica jest: ubojica, U Sahovskom

izvjesnim elementarnim zadacima iz algebre nepoznanica jest:
jedan broi. U geometrijskom konstruktivnom zadatku nepo-

2. Cilj je »dokaznog zadatka«: uvjerljivo pokazaii da je
lzvjesna, jasno formulirana tvrdnja istinita, ili pak pokazati
da je pogredna. Moramo odgovoriti na pitanje: »Je li ova
tvrdnja istinita ili mnije?« Treba da odgoveorimo uvjerljivo,
moramo zakljudivanjem dokazati ili da je tvrdnja istinita ili
da nije. '

Jedan svjedok tvrdi da je optuZeni dotiéne noti bis kod
kuée. Sudac treba da pronade da li je tvrdnja istinita ili nije, a
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MALI HEURISTICKI LEKSIKON

prosje¢an uenik, koji zna uobitajene oznake y algebri, u ana-
litidkoj geomeitriji, u diferenciialnom i integralnom raduny,
u golemoj je prednosti prema grikom matemati®ary kad treha
da rijefava zadatke o povriinama i volumenima, zadatke ko-
jima se tads bavip genlj jednog Arhimeda,

H.( Govor i misijenje usko su povezani: upotreba rijedi
bomaze razumu. Neki su filozofi i filolozi otisli nesto dalje
tvrdeéi da je upotreba rijesi neophodno nusng zg upotrebu
razuma.

i Cini se da je posljednja tvrdnja ipak ponesto pretjerans.
imame li nedto iskustva-y ozbiljnom matematikom radu,
ZIEINO Q.m meZemo prilidne naporno razmigljati ne upotreblja-
valucl nijednu rijeg, razmatrajuéi samo geometrijske figure
ili operirajuéi algebarskim simbolima. Figure i simboli usko
Su povezani s matematidkim misljenjem; njihova upotireba
pomaze razumu. Onu ponedto usky tvrdnju filozofa i filologa
mogii bismo poboljfati tako da »rijef« protegnemo na »znak«

pa da kaZemo: upotrebg znekova Eini se dg Jje meophodno.

nuZne za upotreby TaEUIMG,. :
U svakom sludaju, upotreba matemati¢kih simbola sligna

nekakay jezik, une langue bien faite, jezik dobro prilagoden,
SV0j0j svrsl, jezik kratak i brecizan, s pravilima heg izuzetaks,
{za razliku od bPravila ohifne gramatike),

S takva je stajalista HuOMH><H.,H>ZL.H JEDNADZBI neka
matitkih simbola, R
. .m. Neki Emﬁmgmsmﬁ,mwgwoﬁ kao +, — =i mnogi drugi
Imaju Cvrsto tradicionalno znadenje, dok se neki drugi ESH
boli, npr. mala i velika slova latinskog grékog alfabeta,
U raznim zadacima upotrebljavaju u rszliditom znatenju,

vrsta prevodenia, prevodenja, s: obilhog jezika na Jjezik mate-

Zapotinjemo 13 nov zadatak, moramo odabrati izvjesne sim-

moramo pomno birati svoje rijedi.

. Izbor nwﬁmﬁm vaZan je korak u rjeSavanju zadatka. O
njemu valja dobro razmisliti, Vrijeme utrofeno na izbor
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 OZNAKE

oznaka bit ée obilno nadoknadeno vremenom koje éemo
kasnije uStedjeti time #to éemo izhjeti krzmaniu i zbrei. Osim
toga, ako pomno biramo oznake, prisiljeni smo da oftro razmi-
ljamo o onim elementima zadatks koje moramo oznatiii,
Prema tome, izbor zgodnih oznaka bitno ée pripomoéi razu-
mijevanju zadatka.

3. Dobro oznadavanje ireba da je nedvosmisleno, pregnant-

- no ilako za paméenje. Valja izhjegavati Stetna druga znadenja,

2 izabrati korisna druga znatenja. Poredak i veza znakova
neka odgovaraju poretku i vezi stvari

4. Prije svega, oznake treha da su nedvosmisiene, Ne
mofe se dopustiti da isti simbol u istom istraZivanju oznaduje
dvije razlitite stvari. Ako u rjefavanju nekog zadatka neku ,
veliéinu nazovemo s q, bezuvietno wvalja izbjegavati da ma
8to drugo 3to jé u vezi s tim zadatkom oznadimo s . Dakako,
‘U rdznim zadacima moZemo slovo g upotrijebiti v raznim zna-
denjima.

Ako je zabranjeno da isti simbol upotrebljavamo za razne
chjekte, nije zabranjeno da razne simbole upotrebljavamo za
isti objekt. Tako se produki brojeva e i b mo%e pisati kao

aXxb- @b b

U nekim je sludajevima korisnije da dva razlitita znaka, ili vige
rjib, upotrijebimo za isti ahjekt, no u takvim sluéajevima mo~

© remo bith-osobite oprezni. Obitno je bolje da za jedan objekt
_ upotrijebimo uprave jedan znak. Nikako bak ne valja upotre-

bljavati veéi broj znakova lakoumo.

9. Dobra oznaka treba da je takva da je lako zapamitimo
1 lako prepoznamo. Oznaka treba da nas odmah podsjeti na
stvar, a2 stvar na oznaku.

Jednostavan naéin za Ilako prepoznavanje oznake jest taj
da se kao simbol upotrijebe podetna slova. U § 20, upotrijebili
smo, na primjer, slovo t za vrijeme, V za volumen, prema .
latinskim rijetima. Medutim, potetna slova ne mosemo upo-
trijebiti u svim sludajevima. Ne moZemo, na primjer, onda
ako je doti¢no slovo u zadatku vee upotrijebljeno. Ima i drugih
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Hum.N:,Eo oznake, moramo voditi racuna o toj oWpoomﬁ.‘OEma.
snit ¢emo ovo pobliZe,

(Zm,_nmm slova stekla su &vrsio ukorijenjeno, tradicionalne
znacenje, Tako, na primjer, e obino oznaduje bazu prirodnih

szm.mm.amg“ netradicionalnom Znacenju, moglo hi se njegovo
tradicionalng “nacenje katkad umijefati-i zhuniti ili %ak za-

<mm.ﬂ. Svakako da ée taleva Etetna Phuzznacenjas manje sme-

veé bile upotrijebljene u nekim ranijim prilikama pomaiu
nDam da se podsjetimo raznih, ranije c@oﬂ.:.mg.maw ou.
ﬁcwmwm. I formule pamtime izraZene neldim zmwmb.mswgn Nmmi
kovima, Razumije se dg moramo biti dovoljno pazljivi ako
Smo zbog nekih naro#itih okolnosti prisiljeni da se ustaljenim

oznakama koristimo u znatenju koije i
o v
hobiEn e i le je donekle razligito od

28
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PAPUS

nih rijeti, Ipak je dobro da poznamo razne koristi i §tete o ko-

Jima smo dosad raspravijali, U svakom sludaju potrebno je da’
paZljivo biramo svoje oznake, a za svoj obzir da imamo neki
dobar razlog. :

10. Ne samo najheznadniji momei u razredu, veé i inteli-
geniniji ufenici mogu osjetati entipatiju prema algebri, U
oznalavanju ima uvijek nedto samovoljne i izvjeitadeno; ude-
nje nove oznake optereéuje memoriju. Inteligentan uenik
netka se da preuzme teret ako za to ne vidi neku kompenza-
ciju. Antipatija inteligentnog  ugenika prema algebri jest
opravdana ako mu se ne prui dovoljno prilike da se na vla-
stitom iskustvu uvjeri kako jezik matematickih simbola Do-
maZe razumu. Pomoéi mu da dode do takva iskustva va¥an
je zadatak nastavnikov, jedan ad njegovin najvaZnijih za-
dataka, .

KaZem da je to vaZan zadatak, no ne kajem da je lak.
Prethodne primjedbe mogle bi tu donekle koristiti. Vidi
i POSTAVLJANJE JEDNADZBI. Kao osobito poutna vjeiba
preporulije se da se jedna formula kontrolira iscrpnom disku-
sijom njenih svojstava; vidi § 14. i MOZES LI KONTROLI-
RATI REZULTAT?, 2.

Papus, poznati griki matematiar, Zivio je vjerojatno oko
300. godine U sedmoj knjizi svojih »Collectiones« Papus iz
vieftava o jednoj disciplini, koju on naziva dralviusroc. Ovaj
naziv mogli bismo prevesti kao »riznica analize, ili kao sumi~
le¢e rjefavania zadatakac, ili upravo kao »heuristika«, Poo
sljednji izraz kao da bi najbolje odgovarao. Lako je pristu-
palan jedan dobar engleski prijevod Papusova izvjestaia’. Evo
slobodnog prijevoda originalnog teksta:

»Takozvana heuristika jest, kratko reteno, posebna na-
ufna disciplina za upotrebu onims koji — posto su vet prou-
&ili opée elemente — hote sted] viestinu rjefavanja mate-
matickih zadataka, i to je jedina korist ove discipline. Ona
je djelo trojice: FEuklida, autora »Elermenata, Apolonija

5T, L. Heath, The Thirteen Books of EBuclid’s Elements,
Om_ﬁgmmm 1908, sv. 1, str, 138, .
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MALI MEQNHMHHQWH LEKSIKON

nedto sreée, malko domigljatosti, pa da se nade da je zbog
47 = (292 i 477 = (2°)2 korisno uvest :

Yy =2
Ova je supstitucija uistinu korisna jer se jednadiba za y
1 1
m?_frfv ig?lfv +101 =90
N T Y
£ini.jednostavnijom od prvobitne. No, sa zadatkom jo% nismo

moﬁo&.ﬁoﬁmWﬁoﬁmEum u.%u.mmsoﬁ.&o otkriée, druga sup-
stitucija _

koja uvjet preinatuje u
82" —biz+85=0

O<&m@wmmﬁ&mmsmmwmmwﬁu E.mmm%mmNSmE.mmmjwmﬁwqm%mgo
jednadzbe, , .

Sto je sinteza? Postepeno provodenje ratuna na koje je
Upozorila analiza, Rjefavasy nije vife potrebna nikakva nova
ideja da bi dovriio zadatalk, vet samo nefio strpljenja i paZnje

u izrafunavanju raznih nepoznanica. Redoslijed raduninja
obrnut je redoslijedn otkrivanja: najprije se nade = (z = /s,

Y¥a), zatim y (y = 9, /2, 4, /1) i najzad originalna nepoznanica.

x (x=1-—I1, 2, —3). Sinteza se vraéa tragovima analize’ U
ovom nasem sluaju lako se razabire zakto tako. radi.

4. Nematematitki primjer. Domorodac 3eli da ‘prijede

preko potoka. On to ne mose na ucbitajeni nafin jer je voda
preko noéi narasla. Prema tome, prijelaz je postao tema za-

datka; sprijelaz potoka« je x u ovom jednostavnom zadatku. -

Covijek ée se mozda sjetiti da je jednom preSao potok hodajuéi
preko nekog oborenog stabla. Obazive se za zgodnim oborenim
stablom koje postaje njegova nova nepoznanica, njegovo .
On ne mo¥e naéi nijedno takvo zgodno stablo, ali duz potoka
raste mnogo drveéa; on zaeli da jedno od njih bude oboreno.
Mo%e 1i on postiéi da stablo badne poprijeko preko potoka?
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PAPUS

To je znatajna ideja. Evo nove nepoznanice! Kako da prevali
stablo preko potoka? )

Ovaj lanac mislhi-valja nazvati analizom ako prihvatimo
Papusovu terminologiju. Ako domorodac uspije da dovrst
8Voju analizu, moguée je da postane izumitelj mosta i sjekire.
Sto ée Dbiti sinteza? Pretvaranje misli u djela. Zavrina radnja
sinteze jest prijelaz preko potoka po deblu.

Isti objekti ispunjaju analizu i sintezu. Tim se objektima
bavi ovjekov mozak u analizi, a njegove miSice u sintezi.
Analiza se sastoji u mislima, sinteza u djelima. Jo& je jedna
razlika: redoslijed je obrnut. Prijelaz potoka je prva Zelja od
koje polazi analiza, a posljednja radnja kojom zavriava sinteza.

9. U parafrazi dolazi do izraZaja, jate nego u originalu,
prirodna povezanost analize i sinteze. Prethodni 8u primjeri
jasno pokazali vezu. Prirodno je da analiza dolazi prije, a
sinteza kasnije. Analiza je pronalaZenje, sinteza izvrSavanje;
analiza je stvaranje planea, sinteza je njegovo provodenije.

6. Parafraza zadrifava, pa tak i naglaava izvjesne &udne
retenjce originala: »uzimamo 6no #o treba udiniti — kao vet
utinjeno, trazeno — kao veé nadeno, ono $to valja dokazati —
kao istinito«. To je paradoksalno. Nije i éisto samoobmanji-
vanje uzeti da je zadatak koji moramo rijefiti veé rijefen?
Nejasno je; §to se time misli? Medutim, ako pomno promo-
trimo kontekst i ako pravilno zahvatime svoje vlastito isku-
8tvo. u rjefavanju zadataka, neizvjesnosti ¢e restati. ..

Razmotrit ¢emo najprije »odredbeni zadatake. Nepozna-
nica neka je x, a zadani podaci @, b, c. »Zadatak uzeti kao vel
rijeSen« znadi wuzeti, pretpostaviti da postoji objekt x koji
zadovoljava uvjet — tj. koji je s podacima &, b, ¢ povezan

~onako kako to propisuje uviet, Ovo se pretpostavlja upravo

zato da se pokrene analiza. Pretpostavka je privremena i
bezazlena. Jer ako ne postoji nikakav takav objekt i ako nas
analiza nekamo vodi, ona nas nuino vodi do jednog posljed-
njeg zadatka koji nema rjeSenja, pa je odatle tada vidljivo
da na¥ prvobitni zadatak nema rjefenja. Nadalje, pretpo-
stavka je korisna. Da bismo istra¥ii uvjet, moramo zahvatiti,
zamisliti ili geornetrijski predoditi veze izmedu x.ia B, q
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MATLI HEURISTICEI LEKSIKON

preporuka nikad ne smije prijeéi u pedanteriju. Ne valja
pitat: ili preporudivati jednoobrazne, po nekoj ustaljenoi,
krutoj navici. Valja biti spreman na razna pitanja 1 preporuke
i promisliti o njihovoj upotrebljivosti. Ako je zadatak te¥ak
i uzbudljiv, na% naredni korak treba da je potakrnut paZljivim
i nepristranim razmatranjem danog zadatka. Zelimo 1i udeniku
pomoéi, {reba da ono $to mu kafemo da proistjete iz suosje-
tajnog razumijevanja njegovih teikoéa.

A ako si skion tome da budes pedantan, pa ti je potrebno
da se osloni¥ na neko pravilo, tada upamti pravilo: Upotrijebi
uvijek najprije vlastiti razum!

Podsvjestan rad. Jedne wveteri htio sam diskutirati sa
svojim prijateljem o nekom piscu, ali se nisam mogao dosjetiti
njegova imena. Ljutilo me jer sam se vrlo dobro sjetao jedne
njegove novele. Sjetao sam se i jedne pripovijesti o samom
tom piseu, koju sam htio ispridati; sjetac sam se u stvari svega,
osim imena. Ponove, nekoliko puta sam pokuSavao da se
sjetim imena, no sve bijade uzalud. Narednog jutra, ¢im sam
pomislio na nepriliku profle veéeri, sinulo mi je ime bez
ikakva-napora.

Citalac ée se, vrlo vierojatno, gjetiti slidnih vlastitih isku-
stava, Strastveni rjeSava&i zadataka imali su, po svoj prilici,
sli¢nih iskustava sa zadacima. Cesto se defava da nemamo
nikakva uspjeha u rjefavanju svog zadatka; radimo inten-
zivno, a nifta ne nalazimo. Medutim, kad se zadatku vratirao
poslije noénog odmora ili nakon prekida od nekoliko dana,

pojavljuje’ se iznenada sjajna ideja i zadatak mozemo lake

rijefiti. Vrsta zadatka znagi pri tom male; na taj naéin mogu
sinuti: i zaboravljena rijed, i telka rije¢ u krizaljci, 1 pogetak
nekog neugodnog pisma, i rjefenje matematitkog zadatka.
Takvi dogadaji daju utisak podsvjesnog rada. Cinjenica
jest da se jedan zadatak, pofto je neko vrijeme bio odsutan,
moZe vratiti u svijest bitno jasniji, znatno bliZi svom rjeSenju
nego 3to je bio kad je ispac iz svijesti. Tko ga je bistrio, tko
ga je pribliZio rjeSenju? Oé&ito: fovijek sam, radeéi podsviesno.

Telko je dati neki drugi odgovor, iako su psiholozi otkrili

potetke drugog odgovora, koji bi jedneg dana mogao bolje
zadovoljiti,
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"POMOCNI ELEMENTI

Ma koje bile ili ne bile zasluge teorije ¢ podsvieshom
radu, sigurno je da postoji granica preko koje ne valja for-
sirati svjesno razmi$ljanje. Tmg izvjesnih momenata kad je
bolje da zadatak neko vrijeme pustimo na mirw »Starije je
jutre od vedera« stari je savjet, Privitimo 1 i zadatku i sebi

. neSto odmora, sutra éemo, uz manje napora, postiéi vise. »Sto

danas ne bude, bit ée sutra« — druga je stara poslovica. No,
poZelino je da zadatak na koji se kasnije Zelimo vratiti ne
odloZimo bez utiska da je nedto izvr¥eno. Prije nego ostavimo
posao, treba da uredimo bar neko mealo mijesto, treba da bar
donekle razjasnimo neke aspekte pitanja, :

Pobolj¥ani se vraéaju samo takvi problemi &ije riefenje
strasno Zelimo, odnosno oko kojih vrlo napeto radimo. Rez
svjesna napora i napetosti kao da Se ne moZe pokrenuti
podsviestan rad, Svakako, bilo bi previge lagano kad to ne
bi bilo tako: tetke zadatke mogli bismo onda rje¥avati tako
da spavamo i dekampo sjajnu ideju. :

Minula stoljeéa smatrala su dobru ideju inspiracijom.
darom bogova. Takav dar-valja zasluZiti radom ili bar ¥arkom
Zeljoms, L

Pomoéni elementi. Zadatak shvadamo sve bolje &m se

njime dulje bavimo (NAPREDAK I DOSTIGNUCE, 1). Na-
predujuéi u svom poslu, mi elementima koje smo prvobitne
razmatrali dodajemo nove elemente. Element koji uvedimo
u nadi da e pospjesiti riefenje zove se pomoéni element.
. 1. Ima raznih vrsta pomoénih elemenata. Rjelavajuéi
geometrijski zadatak, mo¥emo u svoju sliku uvesti nove crte,.
takozvane pomoéne erte. RjeSavajuéi algebarski zadatak, mo-
Zemo uvesti pomoénu nepoznanicy (POMOCNI ZADATAK,
1). Pomoéni teorem je tearem kojim potpomaZemo riefavanje
prvobitnog zadatka, : .

2. Postoje razlititi razlozi za uvodenje pomoénih eleme-
hata, Drago nam je ako nam uspije gjetiti se nekog zedatko
koji je srodan nafem, o veé je rijesen. Vierojatno je da bismo
takav zadatak mogli upotrijebiti, samo jo¥ ne znamo kako.

¢ Pitanje »podsviesnog misljenja«  svestrano je osvijetlio
Jacques Hadamard u »The Psychology of Invention in the Mathe-
matical Fielde«,
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MALI HEURISTICK] LEKSIKON

DuZinu p moramo postaviti tako da bude prema b i prema ¢

podjednako smjedtena: _ , .

Ove nas rasudivanje moZe potaknuti na o da duZinu p

P smjestimo kao na slici 18. Dodamo stranici o dufiny CE du-
g ljine b na jednu stranu, a du¥inu BD duljine ¢ na drugu strany
tako da se p na slici 18. pojavljuje kao duzina ED duljine

b+atc=p

Imamo 1i nefto malo iskustva u rjefavanju konstruktivnih
zadataka, svakeko éemo, zajedno s duinom ED, uvesti u sliky
i pomoéne du¥ine AD i blmw od kojih je svaka baza jednog
jednakokratnog trokuta. Zaista nije nerazumnoc ako u za-

datak uvodimo takve jednostavne i poznate elemente kao
Sto su to jednakokra®ni trokuti. ’

51 18.

Uvodenje nagih pomoénih, duZina pokazuje se prikiadnim.
Ispitujuéi novy sliku, otkrit ¢emo da je <L EAD u vrlo jedno-
stavnoj vezi sa zadanim kutom ¢, Naéi ¢emo, naime, upotrije-
bivi jednakokraéne trokute A ABD j A ACE da je <Y DAE —

H |9-+ mco.wo%ooduo ustanovimo, prirodno je da pokusamo
m . N

konstruirati trolkut A DAE. Time uvodimoe pomoéni zadatal
koji je znatno lak# od prvobitnog zadatka.

4. Nastavnici i autori ud?benika ne smiju zaboraviti da
se inteligentan udenik i INTELIGENTAN CITALAC ne zado-
voljavaju time da se dokage da se provjeri ispravnost svik
koraka u nekom zakljuéivanju, veé Zele znati motive i svrhu
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raznih koraka. Uvodenje "pomoénog  elementa upadljiv je
korak, Pojavi li se u slici neka lukava pomoéna crta napredac,
bez ikakve motivacije, te ista iznenads rijedi zadatak, inteli-
gentni ulenici i &taoci sy razofarani; osjeéaju se Drevarenimasa.
Matematika je interesantna ukoliko zaokuplja nafe umne i
stvaralatke snage. No, ni um ni stvaralaitvo nemaju Sto da

Xkoraka. Treba Innogo vremena i napora da se takvi koraci
~objasne zgodnim primjedbama (kao malo prije pod 3) il

briZno probranim pitanjima’ i preporukama (kao u §§ 10, 18,
19, 20) — no trud se isplati,

Pomoéni zadatak je zadatak koji razmatramo ne radi
njega samog ved zato $to se nadamo da ée nam razmafranje -
tog zadatka pomoédi u rjefavanijy drugog zadatka, naseg prvo-
bitnog zadatka. Prvobitan zadatak je mna¥ cilj kome teZimo,
a pomoéni je zadatak sredstvo kojim nastojimo postiél svoj
cilj. - .

Kukace nastoji pobjeéi kroz prozorske staklo, Neprestano
pokulava isto, a ne pokusava kroz susjedni prozor koji je
otvoren i kroz koji je ulefio u sobu. Coviek je sposoban, ili
bi bar morao bit sposoban da postupa pametnije. Covijekova
nadmoé sastoji se u tome Eo umije zaobiéi zapreku koju ne
moZe svladati direktno, 3to umije smuisliti prikladan pomoéni
zadatak ako mu se prvobitan zadatak ¢inl nerjefiv. Smisliti
pomotni zadatak — vaina je umna operacija. Postaviti jasno
definiran nov zadatak, koji slu¥ nekom drugom zadatku,
shvatiti jasno kao cilj ono $to je sredstvo za neki drugi cilj
— istandano  je dostignuée inteligencije. Stoga je waZno uditi
(ili poutavati) kako se pametno radi s pomoénim zadacima.

L. Primjer. Odredi » koje zadovoljava jednadzbu

2 — 1322+ 36 = ¢

Uzmemo 1 u obzir da je x* = (222, razabrat femo da je
korisno uvesti
Yy =t
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MALI HEURISTICKI LERSIKCN

Prijelaz od prvobitnog zadatka na pomoéni zadatak zove .

se konvertibilna (obratljiva) redukcija, dvostrana redukeija
ili ekvivalentna redukecija ako su oba zadatka (prvebitni i

pomoéni} ekvivalentna. Tako Je, na primjer, redukeija od A .,
Tna B (vidi gore) obratljiva, a isto tako i redukeija u primjeru

I. Obratljive redukciie u izviesnom su pogledu va¥nije i po-
zeljnije od ostalih moguénosti da se uvede pomoéni zadatal,
ali i pomoéni zadaci koji nisu ekvivalentni prvobitnom za-
datku mogu biti vrlo korisni; vidi primjer 2.

7. Lanci ekvivalentnih pomoénih zadatake pojavijuju se
testo v matematitkom zakijuéivanju. Treba da rijefimo za-
datak A. Ne moZemo razabrati rjeSenje, ali mo¥emo naéi da
ie A ekvivalentan nekor drugom zadatku B. Razmatramo Ii
B, moZemo doéi do treteg zadatka C, koji je ekvivalentan
zadatku B.-Nastavijajuéi na isti nadin, prevodimo C v D, 1
tako dalje, dok ne dodemo do posljednjeg zadatka 1., kojemu

je rjeSenje pornato ili posve blizu. Buduéi da je svaki zada- .

tak ekvivalentan prethodnom, mora posljednji zadatak L biti
ekvivalentan nafem prvobitnom zadatku A. Tako mo¥emo o]
rjefenju zadatka A zakljuliti iz zadatka L, koji smo dobili
kao posljedrnju kariku u lancu pomoénih zadataka.

Lance takvih zadataka spominju veé griki matematitari,

kako se to mo¥e razabrati iz jednog wvaZnog mjesta kod -

PAPUSA. Radi ilustracije razmotrit éemo jo$ jednom primjer

1. Uvjet kome je podvrgnuta nepoznanica x oznacimo sa (A) -

(A). L i 13 436 =

Jedan na&in rjeSavanja ovog zadatka bio bi da zadani uvjet
preinadimo u drugi uvjet (B):

B) 22%? —2(22% 13 + 144 = 0

Valja primijetiti da su uvjeti {A) i (B) razli¢iti. Oni se, mogli
bismo reéi, samo neznatno razlikuju, oni su svakako ekviva—
lentni (o ¢emu se lako mo¥emo uvieriti), ali je posve sigurnc
da nisu identi¢ni. Prijelaz od (A) na (B) ne samo da ie ispra-
van ved on ima i svoju jasno odredenu svrhu, koju lako
uotava svatko tho zna rjefavati kvadratne jednadibe. Radimo
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li dalje u istorn smislu, uvijet (B) jod ¢emo preinafiti:

© 2% —2 (27 13 + 169 = 25
Tralje dobivamo
(D) (222 —13)2 = 25
E® 2x% 13 = %5
: 13 %5
® o EE T
2
(H) =38, Ty =3, Ty =2, Xy =2

Svaka redukeija koju smo izvrdili bila je obratljiva. Prema
tome, posljednji uvjet (H) ekvivalentan je prvom uvietu {(A)
tako da su brojevi 3, —3, 2, —2 sva moguéa rjefenja nafe
prvobitne jednadibe. , ‘

Malo prije smo iz prvobitnog uvjeta (A) izveli &itav niz
uvjeta- (B), (C), (D),..., od kojih je svaki bio ekvivalentan
prethodnom uvjetu. Ova okolnost zavreduje najveéu pafnju.
Ekvivalentni uvjeti zadovoljeni su istim objektima. Pretazimo
li dakle od zadanog uvjeta na nov, ekvivalentan uvjet, imamo
ista rjelenja. Medutim, ako prelazimo od zadanog uvijeta na

, neki uZzi, gubimo rjeSenja; ako prelazimo nha iri, dopu$tamo

euinjesna; sluaing rjedenis, koja nemaja nifta’ s postaylje-"
nim zadatkom. Ako pak u nizu uzastopnih redukeija prela-
zimo na uZi uvjet, a kasnije ponovo na 8iri, moZemo posve
izgubiti trag prvobitnog zadatka. Da izbjegnemo toj opasnosti,
moramo brizljivo kontrolirati svalki novouvedeni uvjet: Je Ii
on ekvivalentan prvobitnom uvjetu? Ovo je pitanje jod va-
Znije ako se ne bavimo samo jednom jednadfbom, kao $to

- je ovdje bio sludaj, vet sistemom jednadzbi, i ako uviet nije

izrafen jedmadZfbama, npr. u geomeirijskim konstruktivaim
zadacima.

{Usporedi PAPUS, narogito biljefke 2, 3, 4, 8. Opis n=a
str. 100, redak 2. odozdo do str. 101, redak 14. nepotrebno je
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MALI HEURISTICKI LEKSIKON

Podto proudimo naredne primjere, bit ée korisno da po-
nevo proditamo ove Sto smo uprave izloZili. .

2. Treba naéi dva broja kojik je suma 78, a produlkt 1298,

Raspolovimo svoj pepir vertikalnom crtom. Na jednoj
temo strani pisati tekst ratlanjen na zgodne dijelove. Na
drugoj éemo strani pisati algebarske zriakove, 1 to nasuprot
pripadnim dijelovima .teksia, Original je lijevo, prijevod u
simbole desno, _

Formuliranje zadatka

u- hrvatskosrpskom jeziku u algebarskom jeziku

Treba naéi dva broja x, Y
kojih -je suma 78, . z+y =18
a produkt 1296, | xy = 1296,

.do<oEmm sludaju tekst, formuliran rijetima, rastavija
gotovo automatski na uzastopne dijelove, od kojih se svaki
dio moZe neposredno napisati matematidkim simbolima..

3. Treba izradunati Sirinu 1 visinu kvadratne prizme ako
joj je volumen 63 cm?, o oplodie 102 cme.

Sto je fepoznato? Osnovni brid (nazovimo ga ) 1 visina
Prizme (nazovime je ) .

Sto je zadano? Volumen 63 ; oplogje 102. .

Kako glasi wvjet? Kvadratna prizma kojoi je osnowni
brid x, a visina' Y, treba da ima volumen 63, a oplogje 102,

Rastavi razne dijelove uvjetq! Uvjet ima dva dijela. Jedan
se dio bavi volumenom, a drugi oploSjem.

Zacijelo mneéemo oklijevati u podjeli ¢itavog uvjeta na
takva dva dijela, ali ih nefemo moéi »neposredno« napisati.
Moramo znati kako e lzratunavaju volumen i razni dijelovi
oplodja. Uz dovaljno geometrijskih znanja ipak éemo lako
moéi oba dijela uvjeta formulirats tako da prijeved u jedna-

POSTAVLIANJE JEDN ADZBI

H.maﬂm%mgou. prizmi ireba naéi ,
osnovni brid x

i visinu. : Y

L. Zedan je volumen. 63

Baza, koja je .

kvadrat stranice r, x*

i visina Y
odreduje volumen, koji je

njihov produkt. x*y = 63
II. Zadano je oplofje. 102
Oplogje se sastoji od

dva kvadrata sa stranicom x 2z
1 od Cetiri pravokutnika,

kojima su dimenzije x i y. 4 xy
Zbrzjanje daje oploje. 2x? 4 4 xy = 102,

%.Na&psg je u.mgxn&mwp nekog prevea i woo,_.%ﬁﬁm um.nmsm
tatke. Treba nadt tacku koje je zadanoj tadki simetritna
5 obzirom wna zadani pravac,

Ovo je zadatak iz analitidke geometrije ravnine.

Sto je mepoznato? Tatka kojoj su koordinate, na pri-
mijer, p, 4. . o .
Sto je zadano? Jednadzba nekog pravea, recimo i == kx-+1,

1 jedna tatka, kojoj su koordinate, na primjer, g, b.

Kako glasi uvjet? Tadke (q, b} i (p, q) simetrifno su raspo-
redene s obzirom na pravac y = kx + L

Sada dolazimo do bitne te$kofe, naime da rastavimo
uvjet na dijelove koji se mogu izraziti jezikom mﬁmﬁﬁmwﬂw
geometrije, Naray te tefkoée valja dobro HmNc.Bu.m.ﬁ.H. Rastav-
ljanje uvjeta na dijelove mo¥e biti logi¢ki besprijekorno, a
ipak beskorisno. Ovdje nam je potreban rastav na .mmw<m. di~
jelove koji e hiti pogodni za analititko izrazavanje. Da bismo
nafli takav rastav, moramo se wvratiti na definiciju sime-
trije, no imajuéi pri tom na umy pomocéna sredstva analititke
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voljno jasno definiranim svojstvima izviesnih materijala —
znanje je prilitno empiri¢kog karakters,

Naf primjer Pokazuje da su potrebna predznanja i upo-
trijebljeni pojmovi 1 praktinim zadacims definirani kom-
pleksnije i manje odtro nego u matematitkim zadacima,

3. Nepoznanice, bodaci, uvijeti, pojmovi, potrebno pred-
NSmE.m —— 8Ve je to u praktitnim zadacima kompleksnije i
manje ostro nego u matematidkim zadacima. To je vazna
razlika, mo¥ds i glavna. QOna zacijelo sadr#i u sebi i druge
meEmm. No &ni se da su ipak osnovni motivi i postupcl rije-
=avanja za obje vrste zadataka isti,

Rasprostranjeno je miljenje da za braktiéne zadatke

tan. Jesi 1i uzeo u obzir sve bitne pojmove koji se nalaze u
zadatku? Ovg je pitanje dobro za sve vrste zadataka, no nje-
gova Ce se upotrebs jako mijenjati, veé brema prirodi poj-
mova koji se pojavljuju,

dmmﬂmmﬁo &oagcmwmﬁobp matematikom zadatku bitne
8u vaZni svi podaci i sve Klauzule uvjeta; sve ih valja uzeti
u obzir, U praktidnim zadacima imamo obilje podataka i uvjeta,
Uzimamo ih u obzir koliko moZemo, no neke smo podatke

i uvjete prisiijeni zanemariti, Uzmimo slucaj konstruktora

velike brane, On uzima u obzir javni interes, razmatra va¥ne

‘ {
PRAKTICNT ZADACT

1zvjesne sitne zahtjeve i zamjerke, Strogo uzevii, podaci nje-
gova zadatka su neiserpni. On bi, na primjer, rado nesto vige
sazndao o geolo¥kim osobinama tla na kome. treba sagraditi
temelj, ali ée najzad morati da prestane sa sakuplianjem
geoloskih podataka, iako ¢e nuZno ostatl nesto neizvjesnosti.

Jesi li iskoristio sve zaddno? Jesi Ui iskoristio &itav uvjet?
Ova pitanja ne mosemo izostaviti kad se bavimo #isto mate-
mati¢kim zadatkom. Medutim, pri praktidnim zadacima morat
€emo ova pitanja postavljati u nedto izmijenjenom obliku:
Jesi 1 iskoristio sve podatke koji mogu znatnije pridonijeti
rjeSenju? Jesi 1i iskoristio sve uvjete koji mogu znatnije utje-
cati na rjefenje? Mi se koristimo mnogim vaZnim Zhanjima,
bo potrebi skupljamo i daljnje informacije, ali najzad mo-
ramo prestati, moramo negdje staviti tadku, nuno moramo
nedto zanemariti, »Tko se boji vrabaca, nek ne slje proje«.
Cesto imamo preobilje podataka koji nemaju nikakav znathiji
utjecaj na konsfan oblik rjeSenja. .

4. Konstruktori starih egipatskih nasipa morali su se,
interpretirajuéi svoja iskustva, oslanjati na zdrav razum; ni-
Su imali na $to drugo. Suvremeni infenjer ne mo%e se osla-
njati samo na zdrav razum, narofito ne onda ako je njegov

‘Projekt nov i smion. On treba da tatno prorafuna otpor za-

snovanog nasipa te~da kvantitativno predvidi napetosti i de-
formacije u unutrasnjosti. U tu svrha mora primijeniti teoriju
elasticiteta (koja se sasvim ‘dobro mofe primijeniti Wa. be- -
tonske konstrukeije). Primjena te teorije zahtijeva dobar udio
matematike; praktidan inZenjerski zadatak vodi do maftema-
tickog zadatka. . ,

Taj je matematitki zadatak prevife tehnitke prirode, a
da bismo ga ovdje izlagali; sve ¥to o tom moZemo kazati svodi
se na jednu opéu napomenu. Postavijajuéi 1 rjeSavajuéi mate-
mati¢ke zadatke koji potjetu od prakticnih zadataka, mi se
obiéno zadovoljavamo aproksithacijom. Prinudeni smo da za-
nemarujemo neke sporednije podatke i uvjete praktitnog za-
datka. Stoga je opravdano da dopustimo poneku malu neta-
host u proradunima, osobito ako dobivamo na jednostavnosti
tamo gdje gubimo na tadnost,
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MALI HEURISTICKI 1LEKSIKON

Druga je preporuka o@mmEEm od prve. Ako je neki za-
datak srodan drugome, oba zadatka imaju mesto zajednidko.
Oni mogu sadriavati neke zajednitke objekte i pojmove, il

imati zajednidke neke zadane podatke, ili neki dio uvjeta itd,

Nafa pak prva preporuka inzistira na jedrnom specijalnom
zajedni¢kom svojstvu: dva zadatka treba da imaju istu nepo-
znanicu. To znaéi da u oba sluaja nepoznanica treba da je
objekt iste kategorije, npr. u oba sludaja duljina duine.

U usporedbi s opéenitom prepcrukom, specijalna je pre-
poruka u izvjesnom smisly ekonomifnz.

Prvo, moZemo udtedjeti nesto truda pri opisu zadatka.
Ne moramo razmatrati odjednom &itav zadatak, ved samo
nepoznanicu. Zadatak se pojavljuje u shemi:

»Zadano je...; treba naéi duljinu duZine.«

Drugo, izvjesnu ekonomiju imamo u izboru. Mnogi zadaci
mogu biti srodni danom zadatku, imati s njim zajednitko ovo
ili ono svojstvo. Medutim, uotavajuéi nepoznanicu, suiujemo
izbor, razmatramo samo takve zadatke koji imaju istu nepo-
znanicu. A medu zadacima koji imaju istu nepoznanicu sva-
kako ¢emo najprije razmatrati one koji su najelementarniji
i najpoznatiji. -

2. Na§ zadatak ima oblik:

»Zadano je ...: treba naéi duljinu duZine.«

Najjednostavniji i najpoznatiji zadaci te vrste bave se
trokutima: Zadana su tri odredbena elementa trokuta; treba

naéi duliiny stranice. Sjetivii ge toga, dosli smo do.nedeg $to .
bi moglo 'bitl vaino: Fvo zadatks koji je srodan tvom, ¢ veé

je rijeden! MoZes Ii ga upotrijebiti? Moze§ I primijeniti njegov
rezultat? Da bismo primijenili poznate rezultate o trokutima,
moramo na sveojoj slici imati trokut. Imamo 1i tu trokut? I
ga tek moramo uvesti, pa da molemo iskoristiti te poznate
rezultate? Ne bi Ui wveo neki pomoéni element de uzmogned
upotrijebiti taj zadatak?

Ima wvide jednostavnih zadataka u kojima je nepoznata
stranica trokuta. (Oni se medu schom razlikuju v zadanim
elementima; mogu Dbiti zadana dva kuta ; stranica, ili dvije
stranice i kut, a polo¥aj kuta prema stranicama mode biti
razli¢it. Svi su ti zadaci osohito jednostavni kod pravokutnog
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PROMOTRI NEPOZNANICU!

trokuta.) Koncentrirajuéi se na svoj zadatak, nastojat éemo
pronaéi koju vrstu trokuta moramo uvesti, koji je ranije
rijeSeni zadatak (s istom nepoznanicom kao i nad sadadnji za-
datak) najpogodniji za na¥u sadainju svrhu .

Kad uvedemo zgodan pomoéni trokut, moZe se desiti da
mu jod ne znamo tri odredbena elementa. No, to i nije apso-
lutno nuino; ako predvidamo da dijelove kojih jo§ nema
moZemo nekako dobiti, bitno smo napredovali, imamo plan
riefavanja.

3. Postupak $to smo ga malo prije (pod 1. i 2) skicirali,
ilustriran je u bitnim crtama u § 16. (Tlustraciju donekle zasje-
njuje sporost utenika.) Nipo¥to ne bi bilo te¥ko navesti mnoge
sliéne primjere. Zaista, riefavanje gotovo svih »odredbenih
zadataka¢« — kako ih obidnho postavljamo u razredima koji
nisu previsé poodmakli — moemo zapoZeti tako da na zgodan

- naéin upotrijebimo preporuku: I nastoj sjetiti se nekog tebi

boznatog zadatka kodi sadrdi istw ili siidnu nenoznanicu!
Potrebno je takve zadatke shematizirati obaziruéi se
prvenstveno na nepoznanicu:

{1} Zadano je...; treba naéi duljinu duZine.

(2) Zadano je...; treba naéi kut,

(3) Zadano je...; treba naéi volumen tetraedra.
{(4) Zadano je...; treba konstruirati tadku.

Imamo Ii neto iskustva u obradi elementarnih matema-
tickih zadataka, lako éemo se odmah sjetiti nekih jednostaynih

« 1 poznatih. zadataka s istom nepoznanicom.  Ako dani zadatak: -
" nije jedan od tih jedrostavnih, poznatih zadataka, dakako da

¢emo nastojati upotrijebiti one %o nam je poznato i okoristiti
se rezultatima tih jednostavnih zadataka. Pokulat éemo uvest
u zadatak nefto korisno, dobro poznato, i tako doéi do valjana
potetka, .

U svakom od &etiri spomenuta slu€aja nalazi se jasan
plan, plauzibilna slutnja o budutem toku rjeSavania.

(1) Nepoznanicu treba da dobijemo kao stranicu nekog
trokuta. Preostaje da se uvede prikladan trokut kome su
odredbeni elementi poznati ili ih lako dobivamo.

(2} Nepoznanicu treba da dobijemo kao kut u nekom tro-
kutu. Preostaje da se uvede prikladan trokut.
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MALI HEURISTICKI LEKSIKON

7. Rezimirat éemo. Sjetimo 1i se ranije rijeSenih zada-
taka s istom ili slifnom nepoznanicom (ranije dokazanih te- -

orema § istom ili sli¢nom tvrdnjom), dobri su nam izgledi za.
pravilno usmjeravanje rada, pa moZemo postaviti plan rjela-
vanja. U jednostavnim sludajevima, kako to najdeiée biva u
razredima koji nisu previge poodmakli, cbitno su dovoljni.
najelementarniji zadaci s istom nepoznanicom (teoremi s istom
tvrdnjom). Pokusaj dozivanja zadatks s istom nepoznanicom.
posve je razumljiv domi$ljaj zdrava razuma (usporedi s onim.
£to je u tom poegledu refeno u § 4). Upravo iznenaduje da
takav jednostavan i koristan domiSljaj nije opéenitije poznat;.
autor je sklon misijenju da dosad jo8 nije bio postavljen u
punoj optenitosti. Bilo kako bilo ni ufenici ri nastavnici
matematike né mogu sebi dopustiti da ignoriraju preporuku:
Promotri nepoznanicu! I nastoj sjetiti se nekog tebi poznatog:
zadatke koji sadrs: istu ili slicny nepoznanicy!

Provieravanje razmatranjem dimenzija dobro je poznato,

GHNOWEmE.meomwmamgonWOSﬁoE geometrijskih i fizikalnih
formula. .

1. Da se podsjetimo kako se postupa pri takvu provje- .

ravanju, razmotrimo uspravan krusni krnji stoZac. Neka su:

R, v polumjeri baza,

v visina krnjeg stosca,

P povrdina plasta. ,
Ako je zadano R, 7, v, tada je ¥ ofite ddrédenn. Dobivamo.
izraz _ ’ C

P=gx(Ri+ 1) V(R -—71)2 + v?

koji Zelimo provjeriti raztnatranjem dimenzija. .
. Dimenziju geometrijske velitine lako je razabrati. R, 7,

v su duljine; ako smo (na primjer) mjerili centimetrima, nji- -

hova dimenzija je cm. Dimenzija povriine P je cm2 =
= 3,14159 . .. je neminovan, &ist broj; Zelimo 1i apstraktnoj
numeri¢koj velidini pripisati dimenziju, valja staviti em? =1

Svaki €lan sume mora imati isty dimenziju, koja je
ujedno dimenzija #itave sume. R, 7 i R+ r imnaju istu dimen—
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dobivamo

PROVJERAVANJE RAZMATRANJEM DIMENZIJA

ziju, naime cm. Izrazi (R—r)2 i o2 imaju (kao $to i mora
biti) istu dimenziju, i to em2. .

Dimenzija produkta jednaka je produkty dimenzija poje-
dinih faktora, a slitno bravilo vrijedi i za potencije., Zamije-
nimo li na objema stranama velidine s njihovim dimenzijama,

em? = 1. em - \Jem?2

Buduéi da je ovo odito valjano, provjeravanje nije moglo u

formuli otkriti nikakvu pogrefku. Formula je izdr3ala kugnju.
Daljnji primjeri u § 14. i u tlapku MOZES LI KONTRO-

LIRATI REZULTAT?, 2. _

-2. Provjeravanje razmatrenjem dimenzija mo¥emo pri-
mijeniti na. kona&an rezultat, ali ina medurezultate, na vla-
stitl rad i na rad drugih. {Ono je npr. vrlo zgodno pri pro-
nalaZenju pogreSaks u pismenim zadaéama.) Osim toga, mo-
guéa je primjena na formule kojih se prisjetamo i na for-
mule kaje naslutujemo, . :

Ako se, recimo, prisjetamo da su formule za oplogje i -
volumen kugle 4 ;1% § 4nr3/3, samo nismo posve sigurni -
koja je HOHEEm.Nw oplogje, a koja za volumen, dimenzionalno
provjeravanje lako ée ukloniti sumnju.

3. Provjeravanje razmatranjem dimenzija w fizici jos je
vaZnije nego u gecmetriji.,

Razmatrajmo sjednostavno« njihalo, tj. male, tedko-tijelo, -

" objedeno na ¥ici, gdje duljinu te Zice smatramo nepromjenlji-
vom, a tezinu Zice smijemo zanemariti. Oznake: } duljina

Zice, g akeeleracija sile teZe, T period njihala.
Mehani¢ka' razmatranja pokazuju da T ovisi samo o I 3
g. No kako ovisi? Mo¥emo se sjetiti ili naslutiti da je

T=cl"g"

gdie su ¢, m, n izviesne numeritke konstante. To znadi, uzi-~

mamo da je T proporcionalno izvjesnim potencijama 1°, g

od Iig, .
Razmatramo dimenzije. Buduéi da je T vrijeme, mjerimo

ga sekundama, dimenzija je s. Dimenzija duljine 1 je. cm,
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Buklidski nasin izlaganja mos
Muows.mﬂ.ﬁ ako postoji namjera da se dokar provjeri u pojedi-
bOmSE.m.. Osobito ako je to na$’ vlastiti dokaz, koji je dug i
w.oEEHQSP a mi smo g4 ne samo sami nadli, ves ga u gru-
bim crtama i pregledali, pa sads jedino jo¥ treba da ispitamo
pPosebice svako pojedino mjesto, U7 tom ée sluéaju biti naj-
voaw ako se &itav dokaz ispife euklidskim nadinom.

8o bez rezerve tople pre-

hmmE izlaganja onda kad postoji namjera da se &itaoey ili
mEmm.oo: saopéi dokaz o kojem nikad prije nije niSta: &uo,
mmwramﬁg natinom mose gse odli¢no prikazati svako posebno
mjesto, ali taj nadin nije tako zgodan za prikaz glavne linije
Qon.Nm. INTELIGENTAN CITALAC lako fe uvidjeti da je
.mqu.wﬁ,mw korektan, ali ée mnogo teZe sagledati izvar svrhu
1 suvislost &itava dokaza, Uzrok teskote je taj 3to euklidski
?EEN vrlo festo tege redoslijedom koji je Upravo suprotan
brirodnom redoslijedu pronalaZenja, (Bukiidoy redoslijed je
kruto »sintetitkic; vidi PAPUS, narotito biljeske 3, 4, 5

4. Wme@:Emwm@Eo. Euklidov stil izlaganja, .mo:.o se ne-

umoljivo ide od zadanih podataka do nepoznanice, od preg-

posiavke do tvrdnje, savrieno slus uxy kontrolu” dokaza ‘u°
Ecmﬁ.\:ﬁ pojedinostima, ali je vrlo daleko od savrienog ako
se Zeli objasniti’ glavna linija nekog dokaza,

Vrlo u.m. poZeljno da uéenici brovieravaju svoje vlastite
aowmmm euklidskirm stilomm, iduéi od zadanih podataka do nepo-

prikaz moZe biti vrlo koristan nakon diskusije, g kojoj bi
nastavnik (onako kako se 1o u ovoj knjizi breporutije) do-

vodio u@enike 'do toga da &to samostalnije otkrivaju glavny .

ideju rjesenja. PoZeljan izgleda i sti] koji su prihvatili nelky
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Medutim, he mozemo bez rezerve breporutiti euklidski

PROVODIS LI SVOJ PLAN., -

udzbenici gdje se izlaze hajprije intuitivna skica glavne ideje,
-a zatim pojedinosti euklidskim redoslijedom.

5. Ako se savijestan Inatematiar Zeli uvjeriti o isprav-
nosti nekog stavka, hastojat ée da ga intuitivno shvati, a
zatim da ga fomalno dokaZe, MoZef U jasno vidjeti dg je
ispravan? MoZes It dokazati da je ispraven? Saviestan mate-
mati¢ar postupa tu poput Zene koja savjesno kupuje. Ako se
oha Zeli uvjeriti o kvaliteti nekog sukna, zahtijevat ée i da
ga vidi i da ga opipa. Intuitivno uvidanje i formalan dokaz
dva su razlidita nadina da se spozna istina, slid¢ho kao $to mate-
rijalne predimete zamjecujemo preko dva razna osjetila, vida
i opipa. , : .

Intuitivno uvidjeti mo¥emo davno prije formalnog do-
kaza. Svaki inteligentan ugenik moze, bez nekog sistematskog
zZnanja stereometrije, &im jasno_ shvati tekst, uvidjeti da su
dva pravea, paralelna g treéim praveem, i meduschno para-
lelna. (Tri pravea mogu leZati u igtoj ravaini, no mogu i ne
lezati) Medutim, za dokaz toga stavka, kako je on dan u 8.
Propoziciji XI knjige Euklidovih »Elemenata«, potrebna. je
duga, brizljiva i domisljata priprema.

Formalno baratati logitkim pravilima i algebarskim for-
mulama mo¥emo davno prije intuicije. Gotovo ée svatko od-~
mah uvidjeti da 3 nasumce uzeta pravea dijele ravninu na
7 dijelova (uoédi Jedini konatni dio: trokut, zahvaéen tim
-praveima.) No, jedva ée tko maéi vidjet}, ¢ak ako i do kraj-

- 1nosti napregne painju, da 5 nasumce uzetih ravnina dijele

Pprostor na 26 dijelova. A moze se strogo dokazati da je pravi
broj upravo 26, a sam dokaz nije dapate ni dug, ni tefak.
Provodimo 1i svoj plan, kontroliramo svaki korak. Pri tom
se oslanjemo kako na intuitivno uvidanje, tako i na formalna
Pravila, Katkad je prvo intuicija, a katkad formalno rasudi-
vanje. Interesantna je i korisna vieiba: raditi na oba nadina.
Mozed li jasno vidjeti dg je korak ispravan? Jest, ja to mogu
Jesno i odredeno. Intuicija je prva; no mose 4 je formalno
rasudivanje dostiéi? Moses 1 4 DOKAZATI da je ispravan?
Pokudati da se formalno dokaZe ono &to se intuitivno
uvidjelo, a intuitivho uvidjeti ono $to se formalno dokazaly —
umna je vjerba koja okrepljuje. Na Zalost, u ¥koli nemamo za
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ture rjelenja keje slijedi.) .

No kako da dodemo do situacije koju smo upravo pro-
nasli i Zcmwiﬂmﬁ slikom 217 (Ispitujemo $to by prethodnom
708 dalje moglo prethoditi) Buduéi da je kolitina vode 1
rijeci za nafe svrhe neogranitena, situacija na sl, 21 izlazi na
isto, kao i situacija prikazana na sl. 22,

9

A\

8L 21, "

odnosno kao situacija na sl, 23

_ bz
S22, : =31 23,

Lako je uvidjeti da se iz ma koje od situacija na s, 21,
22, 23, koju smo jednom dobili, mo¥e izvesti svaka druga
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takva situacija, ali nije tako lake nadoéi na sl 23. ako je
prije nismo vidjeli, ako je slu€ajno nismo sreli Pri nekom od
onih nasih podetnih pokuSaja. Igrajuéi se s dva kablita, mogli
Bmo udiniti nedto slitno, pa se sad u pravi &as podsjeéamo da
bi situacijza na sl 23 mogla nastati iz situacije na sl 24:
hapunimo veéu posudy i — dvaput uzastopee — odlijemo iz
nje 4 litre y manju posudu, a iz manje posude izlijemo vodu

u rijeku. Neidli smo napokon ng nests o je weé poznato (to.
- su Papusove rijedi) i metodom. analize, radedi netrafke, otkrili

bravilan redoslijed operacija.

Istina, otkrili smo pravilan redostijed Operacija u radu
natradke; no sada jo3 treba proces obrnuti 4 poéi od one tadke
koja je u analizi bilg posljednja (kako kaze Papus). Najprije
vriimo radnje koje sy naznaene na sl. 24. i dobivamo si. 23.
Zatim prelazimo na sl 22, pa na sl 21, i najzad na sl 20.

A\ﬂgm&ﬁ&mmﬁ.mﬁw\i ﬁgﬁmghxm@&maaﬁns napokon da izvedemo
ono §to se tragi. .

Sl 24,

3. Preina grékoj predaji metedu analize otkrio je Platon.
Predaja mozda nije najpouzdanija, ali-u svakom sludaju, ako
i hije Platon pronasac metodu, neki su udeni Grei smatrali
da njeno otkrife treba pripisati jednom filozofskom geniju.

U ovoj metodi ima jedna dublja stvar. To je izvjesna
psiholoSka tefkota pri okretanju, pri udaljavanju od cilja, pri

radu natragke, gdje se ne ide izravno k Zeljenom cilju. Otkri--

vajuéi slijed pravilnih operacija, na§ razum mora raditi re-
dom koji je uprave obrnut stvarnom vrfenju operacija, Na-

138
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MALI HEURISTICKT LEKSIKON

Ne, netemo 8ak ni kokod koriti zbog njene nespretnosti.

izmedu teskoéa $to b ima kokos i nagin vlastitih tefkoga,

naro€ito korisna ideja, zaéi éemo Jos dalje u pojedinosti. Raz-
matramo razne podatke, svaki podatak za se. Ako smo uviet
shvatili kao cjelinu, rastavljomo njegove razne dijelove i
razmatramo svaki dig zg se, :

Sad razabiremo ulogu preporuke o kojoj je ovdje rijed.
Njezin je cilj da izazove korak koji je potreban da bismo za-
datak vidjeli 3t Jasnije i zalazili 4 sve finije pojedinosti. To
Je korak yu RASTAVLIANJU I SASTAVLIANJIU.

Rastavi razne dijelove uvjetq! Mozed 15 in napisati? PO- -

ma><§>2§ EUZ»UNWH%MSSE daje prilike da se tako
pitamo. . ,

Rastavljanje i sastavljanje vazne SU umne operacije!

Uzmimo da ispitujed neki objekt koji zaokuplja fvoj
interes ili budi tvoju radeznalost: kuey koju bi htio uzeti 4
najam, ili neki vafan Sifrirani telegram, ili ma kakav predmet
0 Cijoj svrsi i postanku razhijag glawvw, i1 bilo koil problem
koji bi htio TijeSitl. i ima¥ neki utisal o objektu kan cjelini,
ali taj utisak mozda nije jo¥ dovoljne odreden. Zapazio si
jedan detalj, i ti upravliad svoju bainju na nj. Zatim koncen-
trira¥ svoju painju na neki drugi detalj, pa zatim opet na
neki drugi. Moguée su razne kombinacije detalja, i nakon

swa

manje razlidita,
1. Zalazis 1i u detalje, lako se mo¥ed U njima izgubiti.
Prevelik broj detalja ili odvige heznatni detalji optereéuju um.

. . 142
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‘BASTAVLIANJE SASTAVLIANIE

Zbog njih moses Zanemariti glavni moment, a mojes ga uopée
i ne vidjeti. Misli na Covieka koji od stabala ne vidi Fume!
Naravne da ne zelimo tratiti svoje vrijeme repotrebnim
detaljima. Svoje sile moramo Stedjeti za bitno. Teskoés jeu
tome §10 ne mo¥emo unaprijed reéi Koji ée se detalji na kraju
Pokazati kao botrebni, a koji ne. -
Stoga trebg da, prije Svega, zadatak shvatimo kao cjelinu.
Tada éemo bolje moéi prosuditi koji sy posebni momenti naj-

bitniji. Ispitamo 1 jedan il dva bitna momenta, bolje éemo

2. Sad éemo razmatrati matematitke zadatke, i to sodred-
bene zadatkes, -

Posto smo shvatili cielinu zadatka, njegov cilj i teiste,
Zelimo zaéi y Pojedinosti. Gdje da pofnemo? Gotovo u svim.
sluéajevima pametno je zapodeti razmatranjem glavaih dije-
lova zadatka, a ti gu: Nepoznanics, zadani podaci i uvijet,
Gotovo u svim slutajevima preporudlj

dano? Kako glast upjet? - B L
Sto da radims ako bhotemo istraziti daljnje pojedinosti?

. Vrlo se esto mose breporutiti da ispitamo svaki zadani poda-

tak za ge, da rastavimo razne dijelove uvjetq i da IstraZujemo
svaki dio za se. o '

Katkad éetno naéi potrebnim, osobito ako je zadatak te¥i,
da zadatak jod i dalje rastavimo i da IstraZujermo joi sitnije
detalje. Mozda ée dakle biti potrebno da se vratimo ne defi-
niciju izvjesnog izraza, da uvodimo nove elemente, sadr¥ane u
definiciji, i da ispitujemo tako uvedene elemente,

3. Podto smo zadatak rastavili, pokugat éemo da njegove
elemente na neki nov nadin ponovo sastavimo, Specijaino
bismo mogli elemente zadatka sastaviti y noyv, pristupag--
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. \MALI HEURISTICKI LERSIRON.

ili pak zato 5to vidimo da se dijagonala medainje plohe mo¥e
lako dobiti, pa nasluéujemo da bi ona mogla biti korisna pri
traZzenju prostorne dijagonale. (Usporedi: DA LI SI ISKORI-
STIO SVE ZADANO?, 1) .

&Ako se nad zadatak sastoji u tome da konsiruiramo izvije-
snu kruZnicu, moramo odrediti dvoje: srediste i polumjer.
MoZemo kazati da na$ zadatak ima dva dijela. U nekim je
sluCajevima jedan dio pristupaéniji od drugog, pa neée biti
nerazhorito ako u svakom slufaju tzmemo u obzir: takvu
moguénost, MoZed li rijediti dio zadatka? Kada to pitamo, pro-
cjenjujemo izglede: isplati li se viSe koncentrirati pa¥nju na
sredifte ili na polumjer, ¥o ¢emo od toga dvoga odabrati za
nasu novu nepoznanieu? Takva pitanja Sesto koriste. U ka-
snijim sloZenijim zadacima ¢esto se odludujuéa ideja sastoji
‘u tome da se izvuée neki pristupaéniji (ali bitan) dio zadatka.

8. Mijenjajuéi 1 nepoznanicu i podatke, skretemo od svog
prvobitnog kursa viSe nego u prethodnim sludajevima. Na-
ravno, fo nam se ne svida; osjetamo opasnost da bismo lake
mogli posve izgubiii prvobitan zadatak, Medutim, ipak je
moguée da budemo prisiljeni na takvu dalekoseZnu promjenu
ako manje radikalnim promjenama nismo uspjeli da dobijemo
nelto pristupadno i korisno. U napast da se toliko udaljimo
od prvobitnog zadatka dolazimo ako novi zadatak ima povolj~
nih izgleda za uspjeh. MoZed li promijeniti nepoznunicu, ili
‘zadane podatke, ili — ako treba — choje teko da nova nepo-
vica 4 nowi zedeci budu medusobne blZ?

Interesantna moguénost za mijenjanj¢ 1 nepoznenice i
podataka sastoji se u tome da se nepoznanica 1 jedan po-
datak medusobno zamijene, (Vidi: MOZES LI REZULTAT
UPOTRIJEBITI?, 3.) ’ :

7. Primjer, Treba konstruiraii trokut ako mu je zadana

stranica ¢, visina v (okomita na «) i Kut a (nasuprot stranici a)..

Sto je mepoznato? Trokut. .
Sto je zadano? Dvije duZine: ¢, v i jedan kut: o.

Znamo 1i nedto o geometrijskim konstruktivnim N.mgm.nwsms .
nastojat femo takav zadatak svesti na konstrukeiju tatke.

Nacrtamo duzinu BC jednaku zadanoj straniei a. Tada se
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sve svodi na odredivanje vrha A, koii les
ve svodi , J1 leZi nasuprot. stra-
hicl a; vidi sl. 26, G stvari imamo nov zadatak. P e
Sto je nepoznato? Taska A : ‘
Sto je zadano? Du¥ing v kut ¢ i dvij & ji
) : s vije tacke B z
Je zadan polaZaj. u =G VSED.m
- Kake glasi uvjet? Udaljenost taske A ¥ine RC
Ko : . od dufine BC treba
da je jednaka v, a kut BAC mora biti jednak kutu q.
. Mi SO U mgmi.mdw& zadatak preinadili Promijenivii mu
i .hmbo.wﬁmﬁoc i zadane podatke, Nova nepoznanica je tatka,
stara je vtm.ﬂch.ﬁ Jedan dio podataka isti je doduse u owm
Nmnmwﬂnm.. duZina v i kut ¢, ne u starom zadatku hila je zadana
duzing e a sad umjésto nje imamo dvije tatke: B i C.
Novi zadatak ni

: je teZak. Naredna preporuk .
posve blizu rjefenju, preporuka vodi nas

S1. 26, _ .

. wamﬂaﬁ razne dijelove uvijetal Uvjet ima dva dijela. Prvi
dio odnosi se na zadani podatak v, a drugi dio na zadani po-
datak a, Tra?i se da nepoznata tadka: ) .

(1) leZi u udaljenosti » od du¥ine BO ;
(I) bude vrh kuta zadane

veli¢ine a, kome kraci HoH‘mNm
zadanim tagkama B i ¢, ' P

Ako zadrZimo samo jedan dio uv
nepoznata tatka ni
koje zadovoljavaju

. jeta, @ odbaecimo drugi,
ie Huosucﬁ.o odredena. Ima mnogo tadaks
dio (I} uvjeta, naime sve tadke na paraleli
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" MALI HEURISTICK! I.ERSIKON

10. Dodat éemo nekoliko kratkih napomens o »dokaznim

Nmmmﬁﬁm?ogmﬁ msmuomwmtwmgo@ag opfirnijim napome-
nama o »odredbenim zadacima« (2. do &), .

Polto smo takav zadatak shvatili kao cjelinu, treba da
opéenito ispitamo njegove glavne dijelove. Glavni dijelovi
jesu: pretpostavka j tvrdnja teorema $to ga valja ili dokazati
ili opovrgnuii. Ove dijelove moramo temeljito razumjeti: Sto
je pretpostavka? Sto je tordnja? Moramo li zalaziti u poje-

dinosti, mofemo rastaviti rezne dijelove pretpostavke i gvaki

njezin dio razmatrati za se. Zatim moZemo prijefi na ostale
detalje rastavljajuéi zadatak sve dalje i dalje.

Polto smo rastaviii zadatak, nastojat éemo da njegove
elemente na neki nov nadin ponovo sastavimo. Specijaino;
pokusat éemo da te elemente sastavimo u jedan drugi teorem.
U tom pogledu postoje tri moguénosti,

(1) ZaedrZavamo tvrdnju, a mijenjamo pretpostavku. Naj-
prije pokuSavamo da se takvog teorema sjetimo: Promotrs
tordnju! I nastoj sjetiti se nekog tebi poznatog teorema koji
sadrZi {stu 5 slidny tordnju! Ako ham ne uspije da se sjetimo
takvog teorema, pokusat éemo da ga smislimo: MoZed i zq-
misliti drugu neku pretpostavku iz koje bi lako Mogao izvesti
tordnju? Mi moZemo hipotezu mijenjati tako da mesto izo-
stavimo, a nita ne dodamo: Zadrs; sumo jedan dio pretpo-
stavke, a odbaci drugi dio; je U tvrdnje teda joi valjana?

(2) Zadr¥avamo pretpostavky, o mijenjamo tordnju: Mo=

Zed Ui iz pretpostavke izvesti §o korisno?

(3) Mijenjamo i pretpostavku i tordnju. Tome éemo biti
skloni ako nam nije uspjelo da promijenimo samo jedno. Mo-
Ze§ i promijeniti pretpostaviey, il tordnju, ili — ako trebg —
oboje tako da nova pretpostavke i nove tordnjo budu medu-
sobno blife? ‘ .

Razne druge moguénosti nastaju ako radi rjesenja danog
»dokaznog zadatka« uvodimo dva nova sdokazna zadatka« ili

viSe njih, ili pak ako dani zadatak poverujemo s prikladnim -

sodredbenim zadatkom«. Te slufajeve netemo ovdje klasi-
ficirati.
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REDUCTIO AD ABSURDUM I INDIREKTAN DOKAZ

Reductio ad absurdum i indirektan dokaz su razni, no
srodni postupei. .

Reductio ad ebsurdum pokazuje neispravnost neke tvrdnje
time 3to iz nje izvodi nefto odito besmislenc. »Svodenje na
besmisao« je matemati®ki postupak, no on donekle nalikuje
ironiji, omiljenom postupku satiridara. Ironija prividno pri-
hvata izvjesno migljenje, pa ga naglaavanjem i pretjerava-

‘njem dovodi do ofitog .m.vmc.ﬁo,_m.

Indirektan dokaz ustanovljuje istinitost neke tvrdnje time

~ 3to pokazuje da je suprotna tvrdnja neistinita. Prema tome, .

indirektan dokaz nalikuje donekle politikantskom triku da
se proturl jedan kandidat tako $to se razori ugled protu-
kandidata, :

I »reductio ad absurdume« i indirektan dokaz djelotvorna
su sredstva otkrivanja, koja se posve prirodno nude &ovieku
koji razmiflja. Ipak ih neki filozofi i mmnogi podetnici ne ﬁwr.m.
To je domekle razumljivo; ironiéni ljudi i @omgswf .@oET
kanti ne svidaju se svakom. Mi éemo najprije primjerima
ilustrirati djelotvornost tih postupaka, a zatim razmotriti pri-
govore protiv njih. o

1. Reductiv ad absurdum. Treba napisati nekolike brojeva
tako da u njima svaka od deset cifara dolazi upravo jedan-
put, a suma tih brojeva da iznosi tatno 100. .

U nastojanju da rijefimo ovaj zadatak naiéi éemo na neka
vrlo pou€na mjesta. 1o o e e -
Sto je mepoznate? Skup brojeva. Cijelih, prirodnih.

Sto je zadano? Broj I100. o

Kako glasi yvjet? Uvjet se sastoji od dva Q.&.Qm. Prvo,
ispisujuéi traZemi skup brojeva, moramo zﬁoﬁw:..mwmp mewmwc o.@
desef cifara 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, i to svaku ni vife ni manje
nego uogmswsﬁ. Drugo, suma svih go.w.me,m. u tom skupu morsa
biti 100. T N

-ZadrZi samo jedan dio uwvieta, a odbaci drugi dio! Sam
prvi dio lako je zadovoljitli. Uzmi apr. skup brojeva: 19, .Nw“
37, 46, 50; svaka cifra pojavljuje se tatno jedanput. Medutim,
drugi dio uvjeta nije ispunjen; suma tih brojeva jest 180, a

v

- ne 100, No moZemo i bolje:
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MALI HEURISTICKI LEKSIKON

-Naf je postupak »8irokogrudanes, MoZemo se nadati da
¢emo naéi nepoznanicu koja udovoljava uvjetu, a moZemo i
ofekivati da ¢e se pokazati nemoguénost udovoljenja. U iz-
vjesnom pogledu to nije toliko vaino: istraZivanje, ako se
vodi dobro, podinje u oba sludaja na isti nadin — ispitivanjem
hipotetitne situacije, u kojoj je uvjet ispunjen -— pa se tek u
kasnijem radu pokazuje koje je olekivanje bile opravdano.

Usporedi: SLIKE, 2. usporedi i: PAPUS; analiza koja za-
vréava time da opovrgava postavljen teorem ili pokazuje da
dani »odredbeni zadatak« nema rjefenja zapravo je »reductio
ad absurdume.

3. Indirekfan dokez. Prosti brojevi ili prim brojevi, npr.
2,3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 20, 31, 37,... jesu brojevi koji se
ne mogu rastaviti na manjé faktore, iako su ti brojevi veéi
od 1. (Posljednjom klauzulom iskljuduje se broj 1, koji se
‘ofito ne moZe rastaviti na manje faktore, ali je kvalitativno
drugaéiji, pa ga ne treba smatrati prim brojem.) Prim bro-
Jjevi su sposljednji elementic na koje se mogu rastaviii svi
cijeli brojevi (veti od 1). Na primjer:

630=2-3-3-5.7
rastavljen je u produkt od pet prim brojeva.

Je li niz prim brojeva beskonadan ili nije? Prirodno je
pomisliti da niz prim brojeva nikad ne zavriava. Kad bi on
negdje zavrSavao, mogli bi se svi cijeli brojevi rastaviti na.
kenaéne mnoge posljednjih. elemenata, i svijet Wi izgledao
tako reéi »presiromafan«. Pojavljuje se dakle zadatak da se
dokaZe egzistencija beskonatnog skupa prim brojeva,

Zadatak se veoma razlikuje od elementarnih matematitkih
zadataka uobifajene vrste i u prvi se mah &ini nepristupadan.
No, kao Zto veé rekosmo, vrlo je nevjerojatno da egzistira
neki posjednji prim broj, nazovimo ga P. Zadto je to tako
nevjerojatno? .

Razmotrit ¢emo otvoreno nevjercjatni sluéaj i hipotetidki
uzetl, pretpostaviti, ustvrditi da postoji posljednji prim broj
F. Tada bismo mogli ispisati potpuni niz prim brojeva 2, 3,
5, 7, 11, ... ,P. Zagto je ovo tako nevierojatno? Sto je na tom
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REDUCTIO AD ABSURDUM I INDIREKTAN DOKAZ

: ﬁoﬁ%mmbo” MoZzemo 1i ukazati na neito 5o je nesumn
Eregno? MoZemo, Mi rhoZemo konstruirati broj

@ﬂ_ﬁ.m.m.q.s.:..w?:

O.<E U.H.S. @ vetl-jeod P i stoga, prema pretpostavei, ne moze
gﬁ. prim broj. Broj @ mora dakle biti djeljiv s nekim prim
Huw.o.ﬁn.p. Prema pretpostavei, u nizu 2.8 65..,P iserpeni su-
5vi prim _u.woumﬁ uopée; ne @ daje, kad se podijeli bilo kojim
od tih brojeva, ostatsi 1; dakle @ nije djeljiv ni s jednim .od
spomenutih prim brojeva (a to su — prema pretpostavei —
svi prim brojevi uopée)! Tu mora postojati nedto ¥to. je ne-
sumnjivo momﬂmmsﬂ @ mora ili bit prim broj ili mora biti
%mﬁ? b.m.HﬁB prim brojem. Pofavsi od pretpostavke da postoji
@OMHEQE.H prim broj P, dosli smo do oéitog apsurda. Kako da
to objasnimo? Nasa prvobitna pretpostavka mora biti pogresna;

jive po-

ne moZe postojati posljednji prim broj P. I tako smo uspieli
: > ] | . . eli
dokazati da nig prim brojeva nikad ne zavriava, i

, wa. u% Mow.mm tipifan indirektan dokaz. (To je, uostalom
glasoviti dokaz; on pripada Euklidu; vidi 20. icij “
knjizi »Hlemenatae.) . proposicin u X

uﬁ ..mE.o mdon.m ﬁmowmgamumﬁﬁ prim brojeva beskenacdan)
dokazali time m..ﬁo Smo opovrgnuli njegovy kontradiktornu

protivnost E.m niz prim brojeva negdje zavriava). Protivnost

56 povezall indirekini dokaz s redukcijom »ad: absurdim

- 4, Prigovori. Postupei koje smo ovdje obradivali naila-
zili Su na prili¢an otpor, Iznijeti su mnogi prigovori, koji su
— moZda -— samo razni oblici istog osnovnog ﬁimo.qomm. Ovdje
omﬁpo raspraviti jedan spraktidam« oblik prigovora, koji je
prilagoden nafim razmatranjima. “ ’
mFoMMMMﬁMﬂHMMN H.mo.ﬁ.b:m ofevidan znadajno je intelektu-

155

Wi




e

481

tlupalisod o af ofpd ‘g “- [T ‘4 ‘g ‘¢ ‘g eaoloiq wird dnys
UQEUOY HIOoD OWS OXe 0AC oaxdn OWISTUI 0}13() BARSIARE
9u peyiu esslorg wrizd ziu ¥p owezeY PRY OUWISTW 013
“exjepez Sourew o Sowes alusyeuz ouregrd:
-staxd ouwod oxe owIsy 1HOP BYlepez Banlry mm:onnmﬂ op ‘yedr
ON “arisodisad ﬁoammgmog 0 TUSTAOST Tg (0¥ LzBYOD 9jusUr
-39 OWR) Tpeu wwluesnewzel wiafized ‘¢ aygoliq zt slueatp
-NSEI BU 38 OWTWIASQ "02Byop Houpsasipur afuagnuiadd g
"pargod taxd vu 1}EpeIERS ZENOD ABIID BPES 83
ow »g weloaq snyjod« euz iloxy oereln ‘ouspar peidzn
ezeqrad Soaou FHegeu z1 of vlejsou ‘BzEOp

muﬁ.ﬁﬁo 0D ¥[AOp af sey 204 >WNpPINsSGs pe oﬂuoﬁﬁmmk

g twetoay arfelp ofmx
001 _uo,Er Jaf sgnFour sl amusmoﬁ 01 1[ 2r ‘00T 2png wwns
B IZed] NelEpez tuep ‘wrnpew ‘§. 8 eailelp ewms of say
: ﬁ+ N6 =065 --120T
. HIqo ewr ednss vdog
vumns “nduepal oupes sinflaefod vieyo josap po eyeaAs 95 ep
oyey uwesidst easlorg YHSENULUIBUZOADR 1 yuseyustuewzoupal
dnxs wpu o[ oy :oac pslma oarfuwnsou vp nrzZedez ouwwy
epy], jelueuz wvuanrzod wwms tzipes 1oy op ‘wawsodiead
lougaaSod loujigossd o 1TA0 su iloy ezesop op ‘wmynpaur
‘owrnz] "wiepnBownu sezexod nlery vu ss eloy aloenyts po
ol erzejod »wnpangge pe oonpay« ‘T aygal(iq zi slugatpnges
U 38 OWIUIASD »WNRPINSQD PO« af10ynpat 2fuspainalg 'Q
ewiefwiad 0wy 1BISAT BT OWIS 018 0AQ
(olpnbnip ysaazt I03NzaL 1] §IZOPT
wreyd 1 ofusgell BU T10IZEQO OIBYEAS B8 OUIBIOWI ‘epOIau)
qr po woupal je3[nzal owapaAzr ep al1dsn weu oyr ‘0N "Zeyop
UBIHIIPUL T »WNpInsqe pe« nlognpaa 1 gearuzod ouresour
‘sougosods sloas T1iisTIoNsT oc:%,og [ oUIl[eZ ‘ORI
AmoEwum.ﬁ qupogz
oIoeu N nurgz ‘ewsadurd ywnleiesoSpo uUoyeu mmoE 98
1) ofeyssu cundjod »wnpansqe pe ononpsi« Safoy zr ‘yiqo
tlupoSod n pipeinasd 95 9pep »WNPINSGE P« wolroynpal
WOSNP UWaAlqOp Zeop B ‘welyedip n rigeursid sprp ZBIOp
URIFRIPUT BJOHFI) OJEW ZN 8¢ OUPIGY) "BISIACURS BAD BERU
npsuzt jsoupardo ewyiq 1loisod su ep efnzeyod oajsnIsy

ZV0Q NVLMEYIGNI 1 WAq4aSdy dV OlLonasy

98T

eurralwrad
wiupoyjadd n of=lpra o8 o, "RAISPRIS BIRIS0 BAS BuUadIDsi NS BD
U 98 pPeY aXnjpo op psaasop 1 piarlod oupoarrd aasad azowr
apnIo 36 oF, ‘e[UBALIN}0 SPNIC OBY »WNPINSg®R pee nlmiynp
~-9I I[IORC¥Z QWS O3e oujowred oOfig TI¢ U “WIINPI

‘arfgoupodou ejsod uwoyodeu azow
prrYsat A_ugmm.ﬂ.:nﬁ leap 'yeaoy Tuparvu vz [[(owe] owy Ty®A
~mrdst 1 nrured of owrerow € ‘MenSourdu 0BY MIARIOWEZ T TIIO
~eqpo Nl0ENIs OuWI[az AT "NISTUWS W0} N NITROYL0p ndnip nyau
tigalinodn oweiow yed {1 ‘»rjozn ows 035 ovy« ‘»oavgsodiord
rwRrd« »130810d1y« 1981 BU 1)B)RIA OWRIOW as ouwsaadspy

-~ omnarsodiaad fougrgoard eu eawod eas vp nlteavsurfeuy mon

~[e}8 VU OWRIYSIZUL — BODIL 0} Uey ~—— G uvpesop nuisod
ogour zeazr 1Rtzel T vg ‘TIRIJEWZRE BOOI) oloy afpemiis 2as
syhSoureu ne e ‘ne ruyaroy owms[myrdst npax od sloy Tpoazr
TAG "BOOBSNIS I[1'BOORIIY BZ OUINW OTIA TG BIS[RZ Szowt ‘ofnp
af o3z ojrqoso “»aluapoasc oaxe], ‘eluedeizr oajspais olTupoSz
~leu geq ofiu »wmpinsqe pe onjanpsax ep peuzud el[zA

‘ezeyop Sowyysaipur poy aof ougax
~od aluesoyizer oxeupar elueferzr oaspass oy nd 18np €
‘eluealzenist apnro owy varljgaljodn vuo as woupap SWNPINSye
Pe« olyinpar odoxjodn BURBU BAD T1RAOHT[ZRI al ouganod -
‘eroaoftad yrao jsoupsliia Tpnscrd oujravrd HH OWIAg

nnwed
-ez 'l[ea HSM “warow) qgﬁ%ﬁ BU 3U B T)IARIOQRZ BYDI] nloy
‘nyarisodiead nugaadod eu z.ﬁnmmm nfoas owellarvidn sweltia
OARIEY ZOXY ep ows Tusl[strd 'Zeop Ar¥e] I[ OWESN]S "O¥1VLY

© OLTA TP9JZ PRS OF IZOW BWIZBYOP WIIUINOIIPUT JI0ACSIIJ

nywed
ouR®} 1 01SIAQ T[BICWI mﬁgmimmxoﬁ W00} IIUSUIOUT SAS OIS
1=2[ oarpasoid sl 0] ‘WMNPIJY "TIIARIOYRZ OAS 9ZIg- spnfour
ol 01y oursiq 1erowr ‘sunsweu owelidnymd nlusyured woas n
ep 11=[[97 owsiq au oy ‘rugerfod oo of rloy ‘alpusaxszucsy
afupslisod op owmepop su 3op sugesfod — afmailipia »pzZoul
ouwes — 032} 018t ns afoy mnosmaﬁmﬁom OWITPOAZT [T Zr 1 WO
-aejsodisrd wougesBod owalupodez yedniso g »wmpInsge peL
olosnpss zr o}Tumsy 089U BezIpez 0359) af Bp as tuw oN

- NOMISMTT IMOILSIMNTH TV




MALI HEURISTICKI LEKSIKON

dotada nadeni prim broj, onda uvijek postoji neki gm:..E.w prim
broj. Sto nam dakle valja &initi da dokazemo mmﬁﬂmvoms
beskenatnog skupa "prim brojeva? Moramo @ow.mmmﬁ nacin
kako se mo¥e pronadi neki prim broj koji je razlitit od svih
dotada nadenih prim brojeva. Time je nag »dokazni zadatak«
u stvari preveden na »odredeni zadatak«: Zadani su prim

brojevi 2, 3, b, ..., P; odredi novi prim broj N koje je ruzlidit .

od svih zadanih!

Izrazivii svoj prvobitni zadatak u ovom novom obliku,

uéinili smo glavni korak, Sada se razmjerno lako moe ﬁn:.mﬂ
kako treba bitne dijelove prijainjeg dokaza iskoristiti za novi
cilj. Broj

. @=02.3.5.7-11-...- P11

gvakako je djeljiv jednim prim brojem. Uzmimo sad — u tom.

je idefa — meki prim djelilac od & {npr. najmanji) kac N.

(Dakako, ako je @ sludajno prim broj, onda u”m N H.@.v Omﬁw_
je da @, zko ga podijelimo ma kojim od prim brojeva N, 3,
3,..., P, daje ostatak 1, pa zbog toga nijedan od tih brojeva
ne mozZe biti N, koji je djelilac od §. Sad imamo sve £to nam
je potrebno: N je prim broj, a razlidit je od svih dotada na-
- denih prim brojeva 2, 3,5,7,11,..., P.-

Ovaj nam dokaz daje odredeni postupak za neogranidenc
produZavanje niza prim brojeva. Tu nije nista indirekine, tu
ne treba razmatrati nikakvu nemogutu sitvaciju. Ipalk, uzeto

u osnovi, dokaz je isti, kao i na prijagnji indirektni mow»w

koji smo-ovdje samo uspjeino preinadili.

Simetrija ima dva znagenja: jedno obiénije, posebno,
geometrijsko znafenje i drugoe manje ohi¢no, opée, logitko
znalenje. ) *

U elementarnoj prostornoj geometriji va¥ne sy dvije vrste
simetrije: simefrija & obzirom na ravninu (nezvanu ravninom
simetrije) i simetrija s obzirom na tafku (nazvanu srediftem

simetrije). Coviedje tijelo &ni se potpuno simetriénim, ali-

u stvari nije; mnogi unutrasnji organd rasporedeni su potpuno
nesimetriéne. Kip mo¥e biti potpuno simetridan s obzirom na.
vertikalnu ravninu tako da obje njegove polovine budu medu~
sobno »zamjenljive«.
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»SJAJNA IDEJA«

U Sirem zna¥enju rijeti neku cjelinu nazivamo sime-
tritnom ako su joj dijelovi medusobno zamjenljivi. Ima mnogo
vrsta simetrije, veé prema broju zamjenljivih dijelova i prema
operacijama koje zamjenjuju te dijelove. Kocka, na primjer,
ima visok stupanj simetrije; svaka od 6 ploha, zamjenliiva je
sa svakom drugom,-isto to imamo za § vrhova, isto i za i2
bridova. Izraz _

yz + zz + xy

u.mm.ﬂ.mwdm‘nimmww bilo keja dva od tri slova x, ¥,z moiemo
medusobno zamijeniti, a da se izraz ne promijeni.

Simetrija u svem opéem znadenju vaina je za pitanja
koja ovdje obradujemo. Ako je zadatak u nekom pogledu si-

- metriCan, mofemo se okoristiti razmatranjem dijelova koji

su medusobno zamjenliivi, a desto ée biti zgodno ako te di-
jelove, koji imaju istu ulogu, obradujemo na isti nasin, (Vidi:
POMOCNI ELEMENTI, 3. ,

Nastoj obradivati simetridno ono §to je simetriZno, i ne
razaraj lakoumno prirodny simetriju! Medutim, katkad smo

- ipak prisiljeni da obradujemo nesinietriéno ono 3o je po

prirodi simetriéno. Par rukavica sigurno je simetritan, a ipak
nitko s rukavicama ne barata potpuno simeirid¢no. Nitko ne
naviadi obje rukavice istovremeno, veé jedny za drugom. -

Simetrija mo¥e korigtiti ; u kontroli rezultata; vidi § 14,
»Sjajna idejae, »dobra ideja«, »sinulo. ma je« - gvakon..

“dnevni su izrazi koji opisuju nagli prodor k rjefenju; vidi:

NAPREDAK 1 DOSTIGNUCE, 6. Svatko je dogivio da mu
badne na um neka sjajna ideja, ali bi fo tesko umio opisati.
Bit ¢e stoga interesantno napomenuti da je vrle sugestivan
opis toga dao ¥ak jedan Aristotel. ‘ ,
Vetina ljudi saglasit ée se s tim da je pojavljivanje sjajne
ideje »alkt ostroumlja«. Aristotel definira softroumlie« ovako:
»O8troumije znadi Pogoditi, odgonetnuti bithu vezu u van-
redno kratko vrijeme. Tako npr. ako vidi§ nekog gdje
razgovara s hogataSem na izvjestan nagin mo¥ed u trenu
pogoditi da taj zeli od bogatafa pozajmit novaca. IIi, ake
primijeti¥ da je svijetla strana Mjeseteva uvijek okrenuta
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MALI HEURISTICKI LEKSIKON

" Metodu koja se sastoji u tome da se istra¥ivanje konstruk-
tivnog zadatka zapodinje crtanjem skice (u kojoj se pretpo-
stavlja da je zadovoljenc uvjetu} naiazimo iof u grékih geo-
metara. Na {o nas upuéuje kratka, ponefto zagonetna refe-
nica Papusova: »Uzmi ono §to treba udiniti kao ved ulinjenoc!e
Sijedell savjei nije toliko saZet, ali je jasniji: »Nacrtaj hipo-

tetidnu sliky, w kojoj se pretpostavlja da je uvjetu zadatka

udovoljeno u svim njegovim dijelovimal«

To je savjet za geomeirijske konstruktivne zadatke, no
zapravo se nople ne moramo ograni®iii ni na kakvu speci-
jalu vrétu zadataka. Taj savijet moiemo protegnuti na sve
rodredbene zadatke« ako ga formuliramo opéenitije: »Ispitaj
hipotetiény situaciju, u kojoj se pretpostavija da je uvjetu
zadatke potpuno udovoljenol« :

Usporedi: PAPUS, 6.

3. Raspravit ¢emo sada neke momente koji se pojavijuju
pri stvarnom crtanju slika. -

(I) Da Ii da slike crtamo tatno ili pribliZno, criaéim pri-
borom il prostoruéno? :

I jedna i druga vrsta slika ima neku svoju prednost.
Natelno, egzakine slike u geometriji imaju istu ulogu kao i
egzakina mjerenja u fizici. Medutim, v praksi su egzakine
slike manje vaZne od egzaktnih mjerenja jer se geometrijski

teoremi provjeravaju ekstenzivnije nego fizi¢ki zakoni. No,.

potetnik neka crta mnogo slika koliko mo¥e tadnije kako bi

stekao dobru  eksperimentalnu baza. A naprednijem pak.
egrakitie slike mogu nagovijestiti koji geometrijski teorem.’

Ipak: za razmisljanje su obi¢no dovoljne slike koje su pa-

.Eljivo nacrtane prostom rukom. I mnogo br¥e ih crtamo. .

Dakako. da slike ne.smiju izgledati apsurdno: crte koje pri-
kazuju pravee ne smiju biti valovite, a takozvane kru¥nice
ne smiju nalikovati krumpirima. ,
Netatna slika moZe katkad sugerirati pogregan zakijudak,
nho copasnost nije jako velika. Od nje se moZemo zaftititi na.
razne naine, u prvom redu variranjem slike. Opasnosti nema
ako se koncentriramo na logi¢ke veze i ako smo svjesni da
je slika samo pomo¢. na$im zakljuteima, a nikako njihova.
baza. Prava baza su logitke veze, [Ovaj moment na poudan.
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SLIKE:

natin ilustriraju izvjesni dobro poznati paradoksi, koji vie$to
iskorif¢uju namjernu netadnost na slici.]

(II) VaZno je da su elementi sastavljeni u njihovim ira-
Zenim odnosima, a nije va¥no kojim ih redom konstriiramo.
Stoga valja birati najpraktizniji redoslijed. Da bismo, na pri-
mjer, objasnili ideju trisekcije kuta, %elimo nacrtati dva kuta
a1 f§ tako da bude o = 3. Podemo li od proizvoljnog kuta
o, ne moZemo kut (3 konstruirati. Stoga éemo najprije odabrati
dosta malen, ali inate proizvoljan kut f i tads, polazeéi od [iN
mozemo kut o lako konstruirati.

(1T} Slika ne smije sugerirati neku nezgodnu specijali-
zaciju. Razni dijelovi slike ne smiju pokazivati neke prividne
odnose koji se u zadatku ne trage. DuZine ne smiju ispasti
jednake, ili pravei okomiti, ako 1o nije nu¥no. Trokuti neka
se ne doimaju kao ‘jednakokraéni ili kao pravokutni ako se
to u zadatku ne zahtijeva. Trokut s kutovima 45°, 60°, 75°
jest taj koji je u strogom smislu rijedi »najudaljenijic i od
jednakokraénog i od pravokutnog®. Zato: ako Zeli¥ razmatrati
»opéic trokut, ertaj ovaj trokut, ili irokut koji se od ovog
malo razlikuje.

(IV) Zelimo i narodito istaknuti razlitite uloge raznih
crta, moZemo upotrebijavati deblje i tanje crie, pune i ispre-
kidane, a moZemo ih izvladiti i u raznim bojama. Ako se za
neke crte jod nismo potpuno odludili da 1 da ik upotrijebimo
kao pomotne crte, ertajmo ih veoma fanko. Zadane elemente
moZemo crtati ¢rveno. Mozemo upolrijebiti i druge boje da
bismo istakli neke va¥ne dijelove, npr. dva §liéna trokuta, itd,

(V) Da 1i da, objadnjavajuéi stereometrijska pitanja, upo-~

rebljavamo’ trodimenzionalne modele ili ecrte¥e na papiru
(odnosno na Skolskoj plodi)? :

* Ako su kutovi trokuta a, f, v, te 90° > g > p>v, tada bar
jedna jzmedu diferencija 90° —q, o— B, P—v iznosi <15 ako
nije o =754 § = 60%, v = 45%. Zaista: .

BE—) F2@—B) +B—m
|53

= 135%
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MALI HEURISTICKI LEKSIKON

pa da nepobitno opovrgne neko nazovipravilo ili opéu po-
stavku. Najéedta, a u izvjesnom smislu i najholja metoda za
opovrgavanje takve postavke sastojl se uprave u tome da se
PokaZe objekt koji je ne zadovoljava; takav objekt nazivaju
neki kontraprimjerom.

Postavka koja je navodno ‘opcevaljana bavi se izvjesnim
skupom objekata. Da cpovrgnemo tu postavku, mi specijali-
Ziramo, izviadimo iz tog skupa jedan objekt, koji s tom postav-
kom mnije u skladu. Prethodni primjer (pod 1) pokazuje kako
to biva. MoZemo najprije istraziti neki jednostavan specijalan
slucaj, tj. neki vise manje nasumce odabran objekt koji se
dade lako ispifati. Ako ispitivanje pokafe da slu¢aj nije u
skladu s opéom postavkom, postavlku smo pobili, a zadatak
zavr8ill. Ako je pak ispitivani objekt u skladu s postavkom,
moZda ée nam se u tom ispitivanju pojaviti neki mig. Mozda
¢emo steéi utisak da je postavka ipak tatna, pa naslutiti u
kom smjeru valja potraziti dokaz. Ili moZemo, kao u primjeru
pod 1, naslutiti u kojem smjeru valja potraziti kontraprimjer,
ti. koje druge specijalne slu€ajeve treba ispitati. MoZemo
sluéaj &to smo ga upravo ispitali modificirati, varirati, istra-
Zivati neki Eri specijalni slufaj, potra¥iti eksiremne slutajeve,
kao &to je to bile izvedeno u primjeru pod 1. _

Ekstremni su slufajevi osobito pouéni. Ako se za neku
optu postavku pretpostavlja da vrijedi za sve sisavee, onda
mora vrijediti i za neobifnog sisavea koji se zove kit. Ne
zaboravimeo. chstremni stutaj kital Pomofu njega mo¥emo

pobit: opéu-posiavku, To jé dobra prilika. Pronalazati gene-

ralizacija lako previdaju takve ekstremne slutajeve. Ako
ipak nademo da opéa postavia vrijedi ¢ak i u ekstremnom
slutaju, tada ée dobivena induktivna potvrda te postavke biti
osobito jaka, i to upravo zato &to su bili jaki izgledi da se
postavka pobije. Prema tome poslovici od koje smo podli
gotovo da bismo mogli dati nov oblik: »Graniéni sludajevi
potvrduju praviloe, . .

3. Primjer. Zadane su brzine dvaju brodova i njihov po-
IoZaj u nekom odredenom &asu. Obz broda plove pravolinij-
skim kursom konstantnom brzinom. Kolika je udaljenost tih
brodova kad su jedan drugome najblizi?
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Sto je nepoznats? Najkraéa :mmamwoﬁ_ izmedu dva po-
kretna tijela. Tijela éemo smatrati materijalnim tadkama.

Sto je zadano? Podetne Ppozicije pokretnih materijalnih

- tafaka i njihove brzine. Te sy brzine po velidini i po smjeru

konstantne,

Kako glasi uvjet? Treba odrediti udaljenost kad je naj-
kraéa, tj. u trenutku kad su obje pokretne tadke (brodovi)
Jedra drugoj najbliZe. _

Nacrtej stiku! Uvedi zgodne oznake! Tatke A i B na slici
27. oznatuju zadane podeine pozicije dvaju brodova. Usmje-

——
fene duZine {(vektori) AP i w@v prikazuju zadane brzine tako
da prvi brod plovi praveem AP i prevaljuje u jedinici vre-
mena razmak AP. Sligno plovi drugi brod duZ pravea BQ.

B

———e
P A

i

S, 27, -
..m@..o je negozncto? Najkraéa udaljenost Q<E.n brodova, od
kojih jedan plovi duz AP, a drugi duz BQ.

Sad je jasno $to treba nadi ili, ako Zelimo upotrijebiti samo
elementarna sredstva, bit ée nam jo5 ‘nejasne kako da to
bmﬂmEo..NmmmﬁEﬂ nije odvise lagan, a njegova je tefkoéa ose-
bujno nijansirana. Mogli bismo je izraziti rijeima: »Tu je

167




691 '

01§ 08X "exe10y vAp 1 IEselia JIBIEPRZ TURD ows [y TurRurSio
U BRlepez Sougowod po zerslrad ez uegarlod Xe3epop uspery
-1ad ows 1rayg0 ‘o8nig “yeiepez Tuowod uelsTIoy ows T[geu
‘0axd ‘ewjepez Joureurdrro nlusgals orefrueprad af oloacr

“elueqid ysouamneios 0 huswodeu ‘owmrq ojgeu MepOp ejepuz
Tugowod wu esjepez goureurstio nfueronpar md owy' 078 0)RZ

~EPBZ TUR0WIO0g
Wrsey 95 01U L

ABjEpez Tupowrod f‘uwpez sl oiq Helepez ureurdnip *(dfnarm
BAGDOIG po uepal ofpF ‘fepnis TupRl00dY TUWRI1sY2) eyiepesz
Boureursrro fegnis turelmads Hejepez Tupourod of fey, "TIOHIED
Bz wrwowod 1jeAzeu [Sour woasrxd s ows 1oy ‘(feregias ‘g
eygal1iq) yeyepez SnIp wepal 1rgelir elirdieu ows 1w (3109

-od ‘g wvgalnq) Jeyepez rureurdrro foas geltr owstq e(g

omrjwedez ¢ OWRIZI[EUe — Nerozn 21801

0B — 5 wp alnpazavz # 1 g pod) m?mmw?.oﬂﬁoﬁmrﬂ q

“8¢ 'I$ BU 88 aarqezer gg nsouslepn spers[ey eloYnnsuosy

VIDDVZIIVIIOAdS

891

Ble0zox Jourelwads ngarzodn alnonSowo

loy quowsys TupOwod af of, PURNPA sunjosde 9181 v ‘Pg

~5——

TuIzig nujoxdns ,sﬂmﬁ dV I 1&g 11 ng ﬁ._”onﬁn.nm...nmmmhﬂ

alzd orawr of rfog ‘lesngs Turelmads - euw Em.ﬁwusvmn EBY1RpEZ

fegnis 10do” oxey as 29 ed ‘nnu BU TjeInpal Bpoxy Soups[
nurziq 99 afoy slweqid oxroupal 112 JBPLLT "IZ8I) NY}RPEZ 1 oF
elo3 vAOpOIg 1sousliepn eyeryleu | exeupal neso 39 ougosod
e ‘eyeupsf 99 jRiso nsouR{tepn suarear ‘nruaftuosd os. 39
2 1lezorod watreros ‘alueqrd ospoupsf O15T treplad epoxg vap
Po ifogses ag 1oy nuwsts WOARITY |

TANEN BUl 8F0)S T — ouanje[ag ol olweqi§ v elueqrs [opns
wniads of sluescxmy Pl g sy pey nlepnrs n ofnrrw q
Pex elegnys jeimzar migelinodn szour os ONE3l joXex me ‘mig
~altrrodn 2§ wgoay, w&sp@@sm toy wigaliyodn goubowzn vp Jusw

~218 woowod wau osan y 1q AN {nynzas aobalu usfiwgad
H $2Z0I mgafigodn v6 v sazopy jorgslir oarxdn 15 1foy serep.

=Bz verzifeoads uoaq unpos af oy smivpnz af n1 ‘oas

“elopr tulels vysrez o1 el ®pe; — nFon N3I=U Qews (Uegea
019 1 BD ¢ ‘ueAmsoupalard MU oefowr wpzow o 1q tloy)
feonrs TUUI3I35 YD [eA0 89 =p owesslso oxe ¢ aftay oigsu gof
M1 98 BP HESTEIN owelnr alapr supoyyead taefod 11d oxy '3

Poiq myeryod taoyd wnloy swaesd vy BIIWONO
189 Bpoaq Fougaaod op eRoIg Souwrnw po 1sous(Tepn BRI [EN

g § viepapod os @ ‘usiprsn of exfou g n DOIE "BARZINST wuizZIq

Po rupal pey [(egnys uLxgsss  1lojsod ‘ouarIeN ZmInpoz
Wrupoads ympnz wiposs thmgudngsiid wysius g SPZOH

(wozoaodpo 5) sluerd 1yruoazr
pezieu szoux PUSCHITOUZET axIeAdxd« eluegalso vaye; zp BWTS
~OUINFOUL UL} WA nipodead szouwr sluagals OUR1IOD 25 oxwy
OWIPTA U gof Tk ® ‘na{muid nep o8 erom aluagalx ouagen
‘Toepod 111q AYRY B suwviqepo troa od nig TI2ale n nidowr
O ‘d'9 v o LTS "oumyeu suzes e auUBPRZ Iq nfouwr
Og ‘dy surziq 1 g v elwrzod supsgog PHSOIT[OUZRL agTALd

NOMISHMAT INOIISTINGH ITvi

Y celrusel slejsod Bfapr
SN A e Y e it Hensum. gondeut-al g wheas BUIZag euepez eng




MALI HEURISTICKI LEKSIKON

neki potok prelazimo u dva koraka ako smo uspjeli u sredini
otkriti. neki zgodni kamen koji nam slu¥i kao prelazno
uporiste, )

Ukratko: mi smd laks, u¥i, specijalniji pomoéni zadatalk

upotrijebili kao preluzng uporifte u rjefavanju teZeg, Sireg, .

cplenitijeg originalnog zadatka.
6. Specijalizacija ima jo} mnogo drugih primjena, o ko-
jima ovdje ne moZemo raspravljatl. Spomenimo samo da ona

moZe koristiti pri kontroli rjefenja (MOZES LI KONTROLI-

RATI REZULTAT?, 2).

Jedna, donekle primitivna, vrsta specijalizacije Cesto ko~
risti nastavniku. Cna se sastoji u tome da se apstrakinim
matematickim elementima zadatka dade neka konkretng in-
terpretacija. Ako se, na primjer, u zadatku pojavljuje kvadar,
nastavnik moZe upotrijebifi udionicu u kojoj govori (§8). U
analititko] geometriji prostora mose ugaona tatka udionice
posluziti kao koordinantno ishadiste, pod i dva zida kao koordi-
hatne ravinine, & dva horizontalng i jedan vertikalan brid kao
koordinatne osi. Objasnjavajuéi pojam rotacione plohe, na-
stavnik crfa kredom krivulju po vratima, pa ih polako otvara.
Zacijelo, to su jednostavne doskofice, no ne treba propustiti
nidta $to bi matematiku moglo udenicima pribliZiti. Vrlo
apstraktnu matemati¢ku nauku treba da damo veoma kon-
kretno. .

Suvremena heuristika nastejl da zahvati proces rjeSa-

vanja zadataka; a ndpose misqone operacije, Koje u form pro-"
- cesu pomadu -ne tipitan nefin. Razni su izvori njenih obavije-

Stenja, 1 nijedan od tih izvora ne valja zanemariti. Ozbiljan

studij heuristike treba da se obazire i na logitku i na psiho-

lofku pozadinu, ne smije zanemariti ni ono 8o o toj temi
govore starl autori, kao Papus, Descartes [Dekart], Leibniz
[Lajbnic] i Bolzano, no najmarje se pri tom.smije omalovaiti
Iskustvo oslobodenc predrasuda. Iskustvo u rjefavanju zada-
taka 1 iskustvo u promatranju drugih koji rjefavaju zadatke
treba da bude temelj heuristike. U tom studiju ne smijemo
potcijeniti nijednu vrstu zadataka, Tréba da pronademo za-
jednicke erte u nadinu cbradivanja svih wrsta problema; mo-
ramo, tefitl za opéim karskteristikamza neovisnim o temi
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vanju zadataka, mose pozitivno utjecati na nastavu, specijalno
na nhastavu matematike, .

Ova je knjiga prvi pokuidaj u ostvarivanju tog programa,
Razmotrit éemo sada kako Se pojedini &lanci naseg leksikona
uklapaju u program, .

1. Na%a je tabela Zapravo popls misaonih operacija koje
ha tipidan nadin pomasu y rjeSavanju zadataka; pitanja i pre-
poruke te tabele ukazuju na takve operacije. Neke od ik
Operacija opisane su i u drugom dijely knjige, a neke se te-
meljitije pretresaju i objadnjavaju u prvom dijelu,

Zz. dalinje informacije o specijalnim pitanjima i prepo-
Tukama tabele @italac se upuéuje na 15 &lanaks leksikona,
koji imaju za naslove prve refenice iz 15 alineja tabele: STO JE
NEPOZNATO, DA LI JE MOGUCE ZADOVOLJITI UVIET?
NACRTAT SLIKUL ..., MOZES 1T REZULTAT UPOTRIJE-
wH.HH.u Ako Gitalac Zeli da se informira o nekom specijalnijem

ima kao naslov te prve rijeti. Na primjer, breporuka »Vrati
Se na definicijel« sadriana je u onoj alineji tabele kojoj je
Prva recenica: MOZES LI ZADATAK DRUGACIJE IZRAZITI?
U &lanku pod tim naslovom &italac biva upuéen na DEFINI-
Oﬁdm.w u tom Emﬁwg:ﬁo. definiciji). dotidna se preporuka obja-

2. Proces rjefavanja zadataks kompleksan je proces, koji
ima vige razli¢itih aspekata, Dvanaest glavnih ¢lanaka leksi-
kona obradujy opSirne neke od tih aspekata. Navest éemo
naslove tih &lanaka.

" Radimo i intenzivne, Zivo osjetamo napredak u svom
radu; radosno smo uzbudeni ako brzo napredujemo, a poti~
Steni smo ako rad sporo odmie. 8to je bitno za NAPREDAK
I DOSTIGNUCE y rieSavanju zadataka? Clanak koji tretira
Ovo pitanje Zesto se citira u ostalim dijelovima leksikona i
treba ga priligno rano proéitati.

U nastojanju da rijedimo neki zadatak naizmjence raz-
matramoe razlidite aspekte toga zadatka, mi ga neprestano u
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MALI HEURISTICKI LEKSIKON

6. Heuristika je usmjerena na opéenitu valjanost, na stu~

dij postupaka koji su neovisni o temi i mogu se upotrijebiti

kod svih vrsta zadataka, Medutim, u ovom prikazu navodimo
kao primjere gotove iskljudivo elementarne matematitke za-
datke. Svakako valja imati na umu da je to ogranicenje, ali
se¢ moZemo nadati da takvo ogranitenje ozbiljno ne krnji
tendenciju nadih razmatranja. U stvari, elementarni matema-
ticki zadaci potpuno daju Zeljenu raznovrsnost, a studiranje
njihovih rjefenja osobito je pristupagne i interesentno. Osim
toga, ni nematematitki zadaci nisu potpuno zahoravijeni, iako
su kao primjeri navedeni znatno riede. Zadaci iz viSe mate-
matike nisu nigdje navedeni direktno, no oni tvore reainu
pozadinu ovog prikaza. Iskusan matematifar koji se zanima
za ovu vrstu studija lako éé dodati primjere iz vlastitog isku-
stva i na njima dalje razbistrivati momente koji su ovdje
Hlustrirani elementarnim primjerima.

7. Autor ove knjige rado bi zahvalio nekim suvremenim
autorima koji nisu spomenuti ©w élanku HEURISTIKA, a
prema kojima se on osjeéa obavezan. To su: fizidar i filozof
Ernst Mach, matematitar Jacques Hadamard [Zak Adamar],
psiholozi William James [Viljem Dzejms} i Wolfgang Kohler.
Zelio bi da budu imenovani jod i pstholog K. Duncker [K. Dan-
ker] i matematitar F. Krauss, u &ijem djelu ima izviesnih
paralelnih napomena. (Pojavilo se nakon #to su vlastita istra-

Zivanja autorova veé bila prilitno uznapredovala i djelomice

publicirana;)

Sablonski zadatak je naziv koji bi se mogao dati npr.

zadatku »rijeSiti jednadibu x?-—~3x + 2 = 0« ako se rjefa-

vanje opée kvadratne jednadibe veé prije izloZilo i rastuma-.

¢ilo, tako da ulenik ne treba nista drugo, veé da brojeve —3
i 2 uvrsti umjesto izvjesnih slova koja se pojavijuiu u optoj
formuli. Pa &ak i onda ako kvadratma jednadzba nije jod
opéenito rijefena »sa slovimae, ali je veé prije rijefeno pola
tuceta sli€nih kvadratnih jednadibi s numeritkim koeficijen~
tima, zadatak bismo morali nazvati »Zablonskime. Opéenito,
neki je zadatak Zablonski ako se moZe rijediti bilo supstitu~-
iranjem specijalnih podataka u jedan opéenit zadatak koji je

ranije rijefen, bilo tako da se — bez trunke originalnosti -
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STO-JE NEPOZNATO?

ide stopama nekog otrcanog uzorka. Postavljajuéi Zablonski
zadatak, nastavnik tura ugeniku pod nos neposredan i odreden
odgovor na pitanje: Zna¥ 1t neki srodni zadatak? Udeniku je
tada dovoljno samo nedte painie i strplienja w radu po goto-

vom receptu. On nema prilike da upotrijebi svoje sposobnosii

prosudivanja i pronalaZenja.

Sablonski zadaci, pa i mnogo njih, mogu biti potrebni u
nastavi matematike, ali je neoprostivo ako se udenik ne navodi
da radj.i druge vrste zadataka. Poudavati mehanid¢ko izvria-

vanje Sablonskih matemati¢kih operacija 1 nilta vise ne dosize

niti nivo »kuharice«, jer kuhinjski recepti ostavljaju ipak nedto
1 kuharovej fantaziji, a matematitki recepti niti to.

Sto je mepoznato? Sto se trazi? Sto Feli¥ nadi? Za &m
zapravo feZis?

Sto je zadano? Koji su dani elementi?

Kako glasi uvjet? Koji uvijet povezuje nepoznanicu sa
zadanim podacima? ,

Ova ée pitanja postavijati nastavnik da bi provierio
razumijevanje zadatka. U¢enik treba da na njih umije jasno
odgovoriti. Osim toga, ova pitanja usmjeruju udenikovu
painju na glavne dijelove »odredbenog zadatka«: nepozna-
nicu, zadane podatke i uvjet. Buduéi da ée neprestano posto-
jati potreba za razmatranjem ovih dijelova, ova ée ge pitanja
€esto ponavljati u kasnijim fazama rjefavanja. (Primjeri w
§§ .8, 10, 18, 20, zatim u &lancima: POSTAVLJANJE JED-

drugdje.)
Ta su pitanja vanredno va¥na za rjeSavata zadataka. On

kontrolira svoje razumijevanje zadatka, koncentrira svoju

painju na ovaj ili onaj did zadatka. Bit rjefenja jest u tome

da se nepoznanica povede sa zadapim pedacima. Stoga rie- .

Savad ' zadatka mora uvijek iznova uofavati te dijelove pita-
juéi: Sto je nepoznato? Sto je zadano ,
Zadatak moZe imati vige nepoznanica, g E_a.mﬁ se moZe
sastojati od nekoliko raznih dijelova, Trebat ée mo¥da razma-
?mﬂb&m%ﬁm nepoznanice odnosno dijelove uvijeta odvojeno,
ili pak moZe biti poZeljno da se neki zadani podatak izdvoji
i tako razmotri. Stoga ée biti potrebne razne modifikacije
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MALI HEURISTICKI LEKSIKON

znalenia, koja nisu éisto matematitka, a matemati¢ari ih upo-
irebljavaju pored njezinog matemati¢kog znaenja. Izraz
»rjefenje« upotrebijavamo 1 u smislu »preces rjesavanjas,
»rjefavanje«, »rad izvrSen pri rjefavanju« (na primjer kad
govorimo o »teSkom rjefenju«). »RjeSenje« moZe znatifi 1
uspjei rada izvrSenog pri rjefavanju zadatka. (Ova] smisao
imamo kad govorimo, na primjer, o »lijepom rjefenjus, »ele-
gantnom rjeSenju«.) MoZe se desiti da u istoj relenici mo-
ramo govoriti o objektu koji udovolijava uvjeiu zadatka, ©
radu koji je poireban da taj objekt dobijemo, i o uspjehu tog
rada. Damo 1i se fada zavesti, pa sva fri puta upotrijebimo
izraz »rjedenje«, refenica nece ispasti previSe jasna.

9. Sintezu. PAPUS upotrebljava ovaj izraz u vrlo odre-
denom znacenju, koje bi zavredivalo da ga zadriimo. Na Za-
lost, termin moramo ovdje izbjegavati. Razlozi su isti kao i
kod »profuc-terming »analizac (vidi pod 1). .

Tradicionalni profesor matematike, kakva ga znaju pri-
kazivail, rastresen je. U javnosti se obitno pojavljuje s po
jednim izgubljenim kifobranom u.svakoj ruci. Evo ga u uli-
onici, licem obrenuta plodi, a ledima razredu. On pise «a,
govori b, misd ¢, a ispravnoe je d. Neke njegove izreke prenose
se od generacije na generaciju.

»Da rijesig ovu diferencijalnu jednadzbu, gledaj je take
dugo uok ti rjeSenje ne padne na uml«

- »Ovaj je princip tako savrieno opéenit da nije moguéa
nikakva njcgova posebna primjena.« : .

»Geometrija. je umijeée ispravnog Nmrvcnzm,&m na Huo;
gresnim slikama.«

»oja metoda m<HQO<mHﬁ_m tefkode sestoji se u tome da je
zaobidermn.«

»Koja je razlika izmedu metode i trika? Metoda je trik,
dvaput upotrijeblien.«

Sve u svemu, od tog tradicionalnog profesora matematike
moZe se neito nauliti. Nadajmo se da nastavndk matematike
od kojeg se nifta ne mo¥Ze nauditi, neée postati tradicionalan.

Uvjet je jedan od glavnih dijelova »odredbencg zadatkas,

Vidi: ODREDBENI ZADACI I DOKAZNI ZADACI, 3, zatim -

TERMINI, STARI T NOVI.
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VARIJACIJA ZADATKA

Za uvjet kaZemo da je preodreden ako sadrii suvifne
dijelove. Nazivamo ga kontreadikiornim ako. su mu dijelovi
medusobno opredni i protuslovni tako da nema objekta koji
bi udovoljavao uvjetu. '

Ako je neki uvjet izraZen s vife linearnih jednadZbi nego
#to u njima ima nepoznanica, on je ili preodreden ili kontra-
diktoran. Ako je uvjet izraZen s manje jednadibi nego &to je
1 njima nepoznanica, on nije dovoljan za odredivanje nepo-
znanice, Ako je pak uvjet izraZen s upravo toliko jednadibi
koliko u njima ima nepoznanica, tada je on opéenito upravo
dovoljan za odredivanje nepoznanice, ali u izuzetnim sluta-~
jevima moZe ipak biti kontradiktoran ili nedovoljan,

Varijacija zadatka, Kukac (spomenut i na drugom mjestu)
nastoji pobjeéi kroz prozorsko staklo. Neprestano ponavija
svo] beznadni pothvai, 2 ne pokusa kroz susjedni prozor koji
je otvoren i kroz koji je uletio u sobu. Mi§ ¢e raditi pamet-
nije. Ako upadne u misSolovku, pokudat ¢ée da se provule
izmedu dvije Sipke, zatim izmedu dvije susjedne, itd, on
varira svoje pokuSaje, istrazuje razne moguénosti. Coviek je
sposoban, ili bi bar morao biti sposoban da svoje pokuSaje
varira jo§ inteligentnije, da razboritije istraZzuje razne mogué-
nosti, da uéi iz svojih pogreSaka i propusta. »Try, try againe
kaZe se u nekom engleskom djefjem stihu. To je dobar savjet.
Kukae, mis i fovjek sludaju ga; ali ako ga jedan slula s vide

..c,mEmw.m wmmomwsmpﬁowmmmﬁom.nowcog N@&i&a em?g wmﬁﬂm?,.
nije. ,

1. Na kraju svog rada — kad smo dobili rjefenje — kon-
cepeija nafeg zadatka bit ée mnogo potpunija i adekvatnija
nego §o je bila u pofetku. U nastojanju da od svoje potetne
koncepeije zadatka dodemo do adekvatnije, podesnije, ku-
Zemo razna StanoviSta i razmatramo zadatak s raznih strana.

Uspjeh u rjeSavanju zadatka ovisi o izboru pravilnog
aspekta, ovisi o tome da I smo tvrdavu napali s njene naj-
pristupataije strane. Da bismo pronagli koji je aspekt pravi-
lan, koja je strana pristupatna, iskufavamo razne sirane i
aspekie, variramo zadatak.
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trokut, pronaéi ¢emo da nam on jedva mo¥e pomoéi, mi znamo
dvije stranice: a i d, a morala bi biti zadana tri elements.

Pokusat ¢emo nefto drugo. Sio se defava ako baza c
raste, dok ne postane jednaka bazi ? Trapez postaje parale-
logram. MoZemo Ii to upotrijebiti? Malo ispitivanje (vidi sl. 30)
skrete nam paZnju na trokut koji smo — crtajuéi paralelo-
gram -— dodali originalnom trapezu. Taj se trokut lako mo¥e

konstruirati; mi znamo tri zadana elementa, tri njegove stra-
nice b, dia—ec.

Varirajuéi prvobitni zadatak (konstrukcija trapeza), dosli
smo bili do pristupagnijeg pomoénog zadatka (konstrukeija
trokuta). Upotrijebivsi rezultat pomoénog zadatka, rijedili smo
lako svoj prvobitni zadatak {upotpunjavajuéi trokut na para-
JIelogram). ‘

A a4 e e am—mma-many

Sl 30.

Na$ je primjer tipitan. Tipi¢no je i to da na¥ prvi poku-
Saj nije uspio. Ipak, osvrnémo li $e na 'nj, mo¥emo razabrai
da on i nije bio ba¥ tako beskoristan. Sadr¥avao je jednu
ideju, a napose nam je pru¥io priliku da pomislimo na kon-
strukeiju trokuta kao na sredstvo za postizavanje cilja. Doista,
mi smo do drugog, uspjefnog pokudaja dofli modificiranjem
prvog, bezuspjednog. Varirali smo ¢; najprije smo ga smanjili,
a zatim povecali

6. Cesto nam valja istraziti razne modifikacije zadatka,
kao u prethodnom primjeru. Moramo zadatak varirati, dru-
gacije formulirati i neprestano ga preinativati, dok nam
najzad ne uspije da nademo nedto korisno. I iz neuspjeha
mozZemo utit, i u neuspjelom pokudaju moze se skrivati neka
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dobra ideja. Modificirajuéi neuspio pokufaj, mo¥emo doé&i do
uspjednog. Nakon raznih pokuSaja festo dolazimo do pristu-
pacnijeg pomoénog zadatke, kao u prethodnom primjeru.

7. Postoje izvjesni oblici dwiwmam.Nmammmm koji nam
mogu pomoéi na tipifan nadin: vraéanje na DEFINICIIU,
RASTAVLJANJE I SASTAVLJANJE, uvodenje POMOCNIH

ELEMENATA, GENERALIZACIJA, SPECITALIZACIJA I

upotreba ANALOGIJE,

8. Ono 3to smo prije (pod 3) rekli o novim pitanjima,
koja mogu ponovo osvojiti na§ interes, vazno je za pravilnu
upotrebu nafe tabele.

Nastavnik ée se sluZiti tabelom kad hote pomoéi svojim
uéenicima. Ako uéenik napreduje, nije mu potrebna pomoé, i

nastavnix ne treba da mu vife postavlja nikakva pitanja, veé

treba da ga pusti da radi sam (§to je svakako bolje za razvoj
njegove samostalnosti). No, dakako, ako uéenik zapne, nastav-
nik ireba da nastoji da nade neko zgodno pitanje ili prepo-
ruku kako ki mu pomogao. Inade postoji opasnost da zadatak
uteniku dojadi, pa ga ulenik ostavi, ili da izgubi interes pa
u krajnjoj ravnodudnosti poéini kakvu glupu pogresku.
Tabelu moZemo upotrijebiti i onda kad rjefavamo svoje
zadatke. Da bismo je pravilno upotrijebili, moramo postupati
kao i u netom spomenutom sluaju. Ako na¥ napredak. zado-

voljava, ako se nove misli pojavljuju spontano, bilo bi na-

prosto. glupo.kad bismo svoj spontani napredak ometali stra-
nim, nebitaim pitanjima. Medutim, ake smo u svom napredo-
vanju zapeli, ako nam nifta zgoedno ne pada na um, tada
postoji opasnost da nam zadatek dojadi. Tada je vrijeme da
mislimo na neku optu ideju koja bi mogla pomoéi, na neko

prikladho pitanje ili preporuku fabele. A dobro je doglo

svako pitanje koje ima izgleda da otkrije neki nov aspekt

zadatka; takvo nam pitanje vrada interes, podrifava nas u,

radu i razmi¥ljnju. .

Zagonetke. Prema § 3. pitanja i preporuke nale tabele
nisu vezana na neko odredeno podrudje, veé se mogu primi-
jeniti na sve vrste problema. Vrlo je interesantno provijeriti
tu tvrdnju na zagonetkama.
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MALI HEURISTICK! LEKSIKON

prutke i zeleni %a§. Oni s karavele Pintg vidjeli su frsku i
kolac, a uhvatili su i drugi mali kolac, koji kao da je bio
obradivan pomoéu Zeljeza; zatim opet komadié trske, pa jednu
kopnenu biljku i daSdicu. Posada karavele Nifia vidjels je
takoder znakove da je kopno blizu i nadla je grandicu s bo-
bicama. Svi su odahnuli i radovali ge ovim znakovima.« 7
zaista: iduéeg dana ugledali sy kopno, prvi otok Novoga
svijeta. ,

Bic nad pothvat va¥an ili ne, bio naf zadatak ma koje
vrste, ako intenzivno radimo, gorljivo i%¢ekujemo znakove
napretka, kao $to su Kolombo i njegovi drugovi idéekivali
znakova blizoga kopna. Razmotrit éemo neke brimjere kako
bismo shvatili §to se s pravom moZe smatrati znakom da se
pribliZavame rjedenju.

1. Primgjeri. Preda mnom je Sahovski problem. Treba
matirati crnoga kralja u, recimo, dva poteza. Na sahovskoj
plofi nalazi se i bijeli skakaé, prilitno daleko od crnoga
kralja, tako da izgleda suvisan. Zasto je tu? Prisiljen sam da
u potetku ostavim to pitanje bez odgovora. No, nakon raz-
nih poku$aja nailazim na Jedan nov potez i vidim da pri tom
mogu dobro upotrijebiti bijelog skakata, koji je prividno bio
suviSan. Ovo zapaZanje daje mi nove made. Smatram ca
povoljnim znakom: novi potez ima izgleda da bude onaj pravi.
Zasto? ‘

U pravilno konstruiranom Sahovskom problemu nema

suvisnih figura. Stoga moramo uzeti @ obziv gve Fighre ma -

Sahovskoj plodl; moramo iskoristiti sve zadano. Ispravno rje-
Senje problema koristi se svakako svim figurama, pa i onim
prividno suvidnim bijelim skakadem. U ovom posljednjem
pogledu podudara se novi potez o kome razmifljam s isprav-
nim potezom koji se tra¥i. Novi potez &ini se kao ispravan,
on bi mogao biti ispravan potez,

Interesantno je razmatrati sfitnu situaciju u nekom ma-
tematitkom zadatku. Na primjer: izrazi povriinu trokuta
pomocu njegove fri stranice a, b, ¢! Uzmimo da sam vet uéinio
nekikav plan. Znam — vife-manje jasno -— koje geometrijske
veze treba da upotrijebim i kakve radune moram provesti.
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Medutim, nisam posve siguran da 1i je moj plan provediv.

Ako ~— iduéi linijom koju propisuje moj plan — opazim da

u izraz za povriinu $to ga namjeravam sagraditi ulazi velitina
Vb F c—a,

tada fmam valjan razlog da budem zadovoljan. Zagto?

Treba uzeti u obzir da je suma ma kojih dviju stranica
trokuta veéa od treée stranice. Tu imarno izvjesno ogranifenje,
Zadane dufine a, b, ¢ ne mogu se uzeti sasvim po volji; na
primjer b + ¢ mora biti veta od . To je bitni dio uvjets, a
mi moramo iskoristiti gitav uvjet. Ako b+ ¢ nije vete od q,
trazena formula bit ¢e nu¥no iluzormna. Gornji pak kvadratni
korijen postaje imaginaran ako je b+ ¢c—a negativno, tj.
ako je b + ¢ manje od q, ba na taj nafin kvadratni korijen
Prikazuje nerealnu velidinu upravo u onim istim okolno-
stima u kojima trafeni izraz postaje nuZno iluzoran. Prema
tome, moja formula u koju ulazi taj kvadratni korijen ima
vaino svojstvo zajednitko s ispravnom formulom za povriny
trokuta. Moja formula &ni se kao ispravna formula, ona bi
mogla bitf ispravna. _

Evo joi jedan primjer. Prije nekog vremena htio sam do-
kazati jedan stereometrijski teorem. Bez mnogo muke zapodeo

‘sam, i Cini-se, dobro, a fada sam zapeo, Nefto je nedostajalo

da se dokaz zavr#i. Kad sam onog dana prestao raditi, shvaéao

sain mnogo jasnije nego u podetku kako bi .%H.m.w&o. da w..mmﬁ..mmm.._
dokaz, kako bi trebalo ispuniti prazninu;-Hd jo§ -je" nisam”

umic ispuniti. Iduéeg danma, nakon dobrog noénog odmors,
ponovo sam razmotrio pitanje i odmah mi je Pao na um jedan
analogan teorem iz planimetrije. U tren oka bio sam uvjeren
da sam-blizu rjeSenja i imao sam — mislim — i dobar razlog
da budem uvjeren. Zagto? _

Analogije je vafan vodid. Rjesenje stereometrijskog za-
datka ovisi ¢esto o analognom planimetrijskom zadatku (vidi:
ANALOGIIA, 3—7). U mom je sluCaju, dakle, od potetka
postojao izgied da bi traseni dokaz mogao kao lemu upotrije-
biti neki planimetrijski teorem, kakav mi je zaista i pao na
um. »Ovaj teorem izgleda kao lema koja mi je potrebna;
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HuH.mmedoEmn u.mmﬁomwdwmﬁﬂgﬁ nepoznanice — zna¥i na-
predak. Jasno rasporedifi razne podatke tako da se svakog
moZemo lako sjetiti — takoder znadi napredak, Ako sebi Zivo
predo&imo uviet kao cjelinu, bitno smo odmakli, a rastavljanje
uvjeta na zgodre dijelove znadit ée vazan korak naprijed.
Nademo 1i zornu sliku, ili oznaku koja se lako pamti, s pra-
vom moZemo smatrati da smo napredovali. Qdlugan korak u
pravom smjeru moZe biti to ako se sjetitno na neki zadetak
koji je srodan najem, q veé je rijefen. -

I tako dalje. Svakoj jasno zehvadenoj misaonoj operaciji
odgovara izvjestan jasno izraziv znak. Nafa tabels, prikladno

¢itana, ujedno je i tabela znakova napretka.

Pitanja (i preporuke) nade tabele jednostavna su, ofevidna,
i proizlaze iz obitnog zdravog razuma. To je veé vife puta
reeno, a mo¥e se kazati i ovdje u vezi sa znakovima na-
pretka. Da &tamo takve znakove, he treba nam nikakvih

- »tajnih znanja«, veé samo neito zdravog razuma i, dakako,

nesto iskustva.

4. Manje jasno ‘itzrazivi znakowvi, Radeéi intenzivno,
imamo u sebi dosta otro mjerilo za svoj napredak: ako je
on brz, radesno smo uzbudeni; .ako je spor, potifteni smo.
Takve razlike osjetamo posve jasno, a ipak ne moZemo ukaw
zali na neki cdredeni znak. RaspoloZenja, osjecaji, opél aspekti
situacije pokazuju na$ napredak. Nije lako izraziti ih. »Cini
mi se da je ovo dobro« ili »ovo izgleda loZe« — ka%u jedno-
stavaije prirode. Yskusnigi e dzraiavaju nijansiratije: »To je
uravnotefen planc ili »ne, ovdje nefto nedostaje, i to kvari
harmoniju«. Ipak, iza ovih primitivnih ili neodredenih izraza
krije se jasan osjetaj, koji s pouzdanjem slijedimo i koji nas
¢esto vodi pravim smjerom. Ako Je takav osjetaj vrlo jak
i ako se pojavljuje nenadano, govorimo o inspiraciji. Ljudi

obitno ne mogu posummjati u svoju inspiraciju, i ona ih katkad )

prevari. 1 tekve vodete osjetaje i nadahnuéa treba tretirati
jednako kao i jasno izrazive znakove razmatrane ranije.
Vieruj, ali otvorenih oéiju!

Slusaj svoje nadabnuée — ali sa zZrncem sumnje!

[Sto je bit tih vodeéih osjecaja? Da i se iza takvih
estetski nijansiranih rijedi, kao 3to su suravnotelenc i shar-
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moni¢ans, krije neko znadenje koje je manje neodredeno?
Bit ée da su ova pitanja vife spekulativna nego praktiténe, no
nas kontekst ukazuje na odgovor, koji mo¥da zavreduje da
bude spomenut; buduéi da su jasnije izrazivi znakovi napretka
povezani s uspjehom i neuspjehom izvjesnih, priligno odre-

“ denih misaonih operacija, mogli bhismo smatraii vjerojatnim

da su na$, manjé jasno izrazivi, vodeéi osjetaji na slidan
nadin povezani s drugim skrovitijim duhovnim aktivnostima
— moZda s aktivnostima kojih je priroda vise »psiholoskac,
a manje »logitka«.] _

5. Kako znakovi pomazy. Imam plan. Vidim prilitno jasno
gdje treba da poénem i koje korake freba da ufinim naj-
prije. No, fie razabirem jo$ potpuno kakvi su daljnji putovi;
nisam jof posve siguran da i je plan ostvariv; a u svakom
slu€aju preda mnom je jo§ dug put. Stoga kretem oprezno u
smjeru Sto mi ga je pokazao moj plan i pazim na znakove
napretka. Ako su znakovi rijetki il nejasni, potet éu oklije-
vati. A ako oni kroz dulje vrijeme uopée Izostanu, ponestat
<e mi odvainost, okrenut éu se i pokufati drugim putem.
Naprotiv, ako u toku mog sm%wmmgﬂmiw.Huo<oasw.msmrno.i
bivaju sve e$si, ako se oni mhoZe, nestaje mog oklijevanja,
raspoloZenje mi raste, i ja se kretem sa sve vedim pouzda-
njem, upravo kao Kolombo i njegovi drugovi neposredno
Prije nego su ugledali otok San Salvador.

Znakovi mogu upravljati nagim akeijama, Njihova nas

“odsutnost mo¥e opomenuti na neku slijepu ulicu, pristedieti

nam vrijeme i uzaludan napor; njihova nam prisutnost moge
dati povoda da koncentriramo svoje snage na pravo mjesto,

No, znakovi mogu i varati. Jednom sam, zbog pomanjka-
nja znakova, napustio izvjestan put kojim sam bio krenuo,
a netko tko je po3ao kasnije i otifao tim puterr malo dalje
ulinio je vaZno otkriée — 3to me je vrlo mugilo i diigo Zalo-
stilo. Ne samo da je bio izdrZljiviji veé je i proditao izvjestan
znak Sto sam ga ja bio previdio. Medutim, ja mogu i veselo
iél nekim putem, ohrabren povoljnim znakovima, a srljati
Prema neotekivanoj, nesavladivoj zapreci.

Jest, u nekim pojedinim- sluéajevima znakvi nas mogu
zavesti, ali has u veéini slutajeva vode dobro. Lovac ée kat-
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MALI HEURISTICKI LEKSIKON

¢ivenje na kome se témelji takva vrsta dokaza mogli bismo -

ﬁmwwmﬂ.s.rmsimﬁmwﬁv zakljudivanje« ili »induktivno zakljudi-
vanje« ili (ako Zelimo izbjeéi protezanje znafenja postojeéih
ﬁmiﬂﬁmv »plauzibilno zakljudivanje«. Prihvatit éemo ovdje
posljednji termin.

¢mmsimﬁmww silogizam, uveden u prethodnom izlaganju
mozemo smatraii najjednostavnijim i najragirenijim owﬁmmnmﬁh
plauzibilnog zakljudivanja. On nas podsjeéa na jedan klasidni
oﬁ.uwmmmn demonstrativnog zakljuéivanja, na tzv. smodus tollens
hipotetit¢kog silogizma«. Evo, jedain do drugeg, oba obrasca:

Demonstrativno Heuristitki
Ako 4, tada B Ako A, tada B
B laZno B istinito

A laZno

A vjerojatnije

dwwoﬂ.w&wpﬁuw ovih obrazaca bit ée korisno. Ono nam mole
oEomonﬁ. ﬁ:m 4 narav plauzibilnog (heuristitkog, induktiv-
nog) zakljufivanja, koji ne mo¥emo drugdje dobiti tako lako.

Oba obrasca imaju istu prvu premisu:
Ako A, tada B
Razlikuju se u drugoj premisi. Izjave:
© B latne B w.wwﬁﬁwo‘ _
medusobno su upravo opredne, ali su sslifne logitke naravie,

na istoj su »logitkoj razini«, Glavna razlika javlja se nakon
premisa. Zakljutei

A lazno A vjerojatnije

pa raznim su logi¢kim razinama, i njihov odnos prema odgo-

varajutim premisama razlitite je logitke naravi.

..wamu.cmmw demonstrativnog silogizma iste je logitke na-
ravi kao premise. Osim toga, taj je zakljudak potpuno izraen
1 potkrijepljen premisama. Ako smo se moj susjed i ja slozili
u tome da prihvatimo premise, ne mofemo se vife razhorito

194

ZNAKOVI NAPRETKA

prepirati o tom da 1 da prihvatimo i zakljutak, ma koliko
inafe bili razlid¢iti nadi vkusi 1 nafa uvjerenja.

Zakljutak heuristitkog silogizma razlikuje se od premisa
po svojoj logitkoj naravi; on je neodredeniji, manje odtar,
nepoipunije izraZen. T'aj zakljutak moZemo usporediii sa silom,
on ima smjer i veliinu., On nas gura u izvjesnom smjeru; A’
postaje wjerojatnije. Zakljutak ima i izvjesnu jafinu: A moZe
postati mnogo vjerojatnije, ili pak semo malo vierojatnije.
Zakljudak nije premisama potpuno izraZen ni potkrijepljen.
Premise izrafavaju i izvode smjer, ali velitinu ne. Za svakog
razumnog &ovjeka premise imaju za posljedicu da A postaje
viervjatnije (svakako ne: manje vjerojatno). Ipak; moj susjed
i ja moZemo se iskreno prepirati o tom koliko A postaje vje-
rojainije jer se moZemo razlikovatl po svojim femperamen-
tima i u svojim neformuliranim razlozima.

U demonstrativihom silogizmu premise tvore potpunu
bgzu na kojoj se temelji zakljutak. Vrijede li obje premise,
vrijedi i zaklijutak. Dobijemo 1i neku novu informaciju koja
ne mijenja naSe povjerenje u premise, ne moZe ona promi-
jeniti nase povjerenje u zakijutak.

U heuristifkom silogizmu premise tvore samo dio baze
na kojoj se temelji zakljuak. One su dio kojl je potpuno
izraZen, »vidlijive. Postoji 1 neizreden, nevidljiv dio, io ga
satinjava nedto drugo, moZda nijemi osjeéaji il neformulirani
razlozi. I zaista, mo%e se dogoditi da dobijemo neku povu in-
formaciju, koja ostavlja nefaknutim nade povierenje u obje
premise, ali na nadu koju smo polagali u A utjefe u smjeru
koji jeé upravo suprotan smjeru izraZenom u zakljutku. Pro-
naéi na osnovu premisa nafeg heuristi¢kog silogizma da je
A plauzibilno — jedino je razumno. No sutra mogu nadi razloge

. koji se uopée ne kose s tim premisama, a ipak Cine A manje

plauzipbilnim ili ga pafe jasno pobijaju. Zakljutek se moZe
poljuljati ili ¥ak posve pasti uslijed potresa u nevidljivim
dijelovima njegovih temelja, iako premise, vidljivi dio, stoje
potpuno évrsto. ‘

Prethodne napomene kac da &ine razumljivijom narav
heuristitkeg, indukiivnog i ostalog nedemonstrativnog plauzi-
bilnog zakljutivanja. Ta se zakljufivanja pokazuju zakufasta
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